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Cette article étudie les distorsions de niveau des tests λ-trace et λ-max en échantillon fini 
au moyen de deux types d�expériences de Monte Carlo. Le premier se fonde sur des 
modèles statistiques théoriques tandis que le second est tributaire de l�estimation 
préalable d�un modèle à correction d�erreur au sein de sept séries de taux de change. Les 
résultats de nos différentes expériences de Monte Carlo montrent que 1) les deux tests de 
ratio de vraisemblance pour la cointégration souffrent d'importantes distorsions de niveau 
et que ces dernières paraissent demeurer pour la plupart des DGP choisis, que 2) le test λ-
max est généralement plus robuste que le test λ-trace, que 3) la mauvaise spécification du 
modèle à correction d'erreur accentue souvent de façon draconienne les distorsions de 
niveau et que 4) l'utilisation d'un facteur de correction monotone basé sur le nombre de 
degrés de liberté n'est probablement que d'une utilité très marginale. À ces expériences de 
Monte Carlo s�ajoute une revue de littérature approfondie. 
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I  INTRODUCTION 
 

Le recours aux tests de cointégration est maintenant très fréquent en économétrie. Ce 

cadre particulièrement intéressant pour tester la présence de relations d'équilibre de long 

terme est surtout employé en macroéconomie, notamment pour tester diverses hypothèses 

de parité du pouvoir d'achat [Kugler et Lenz (1993)], pour formuler des modèles de 

demande de monnaie [Johansen et Juselius (1990), Hendry (1995), MacDonald et Taylor 

(1993)] ou pour examiner des relations entre taux de change de divers pays [Baillie et 

Bollerslev (1989, 1994)]. L'idée qu'une relation d'équilibre de long terme puisse être 

définie entre variables pourtant individuellement non-stationnaires est à la base de la 

théorie de la cointégration. La présence d'une telle relation d'équilibre est testée 

formellement à l'aide de procédures statistiques, dont les plus utilisées sont celles d'Engle 

et Granger (1987) et de Johansen (1988, 1991), cette dernière étant l�objet exclusif du 

présent travail. Cet article est organisé comme suit. La section qui suit définit le cadre 

théorique rattaché au concept de cointégration et à la procédure de Johansen. La section 

III définit la problématique étudiée. La section IV présente une revue de littérature. Les 

résultats de nos propres expériences de Monte Carlo sont pour leur parts rapportés dans 

les deux sections suivantes : la section V présente les résultats pour des processus 

générateur de données (DGP) fondés sur modèles statistiques théoriques tandis que la 

section VI présente les résultats d�un DGP fondé sur l�estimation préalable d�un modèle à 

correction d�erreur pour sept séries de taux de change. La section VII conclut. 

 

 

II  CADRE THÉORIQUE 
 

Engle et Granger (1987) définissent la cointégration de la façon suivante. Les 

composantes (x1t, x2t, ..., xnt)� d�un vecteur Xt seront réputées cointégrées d�ordre d,b, où 

d et b sont des nombres entiers1, qu�on note CI~(d,b), si chacune de ses composantes est 

                                                
1 La théorie de la cointégration fractionnaire permet en fait à b et d d�être des nombres fractionnaires. Le 
concept de cointégration fractionnaire réfère au cas où les composantes du vecteur de variables Xt sont 
stationnaires, mais dont les racines sont près de l�unité (processus de longue mémoire). Il est alors possible 
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intégrée d�ordre d mais qu�il existe une combinaison linéaire β = (β1, β2, ..., βn)' telle que 

β�Xt est intégré d�ordre (d-b), où b > 0. Le vecteur β est alors appelé le vecteur de 

cointégration. Typiquement, le concept de cointégration réfère au cas où une 

combinaison linéaire de séries intégrées d�ordre 1, I(1) est stationnaire, I(0). Sauf 

indication contraire, c�est à ce dernier phénomène que nous référons en employant le 

terme cointégration. Johansen (1988, 1991) propose une technique permettant d'estimer 

par maximum de vraisemblance et tester par des tests de ratio de vraisemblance la 

présence de cointégration au sein d'un vecteur de variables, ce qui permet de considérer 

jusqu�à (n-1) relations (vecteurs) de cointégration. Gonzalo (1994) montre de plus que 

sous certaines conditions, l'estimation par maximum de vraisemblance de vecteurs de 

cointégration est plus performante que d'autres méthodes issues d'autres procédures. Soit 

Xt, un vecteur contenant n variables tel que Xt = (x1t, x2t, ..., xnt)�. La représentation 

autorégressive VAR d'ordre k, notée VAR(k), est de la forme : 

 
Xt = µ + α1Xt-1 + α2Xt-2+ ... + αkXt-k + εt (1) 

 
où µ est un vecteur de constantes de dimension (n x 1), εt est un vecteur de termes 

d'erreurs de dimension (n x 1) tel que εt = (ε1t, ε2t, ..., εnt)' où on suppose que εt suit un 

processus de bruits blancs gaussien de moyenne nulle et de variance constante Ω et où les 

k matrices de coefficients α1 à  αk sont de dimension (n x n).2 Le théorème de 

représentation de Granger (Engle et Granger (1987)) montre que si les composantes de Xt 

sont cointégrées, on peut exprimer (1) sous forme de modèle à correction d'erreur 

(VECM) de la forme : 

 
∆Xt = µ + Γ1∆ Xt-1 + Γ2∆ Xt-2+ ... + Γk-1∆ Xt-(k-1) + ΠXt-k + εt 

    où : Гi = - (I -∑
=

i

j 1

αj) et : Π = - (I -∑
=

k

i 1
αi) 

 

(2) 

 

                                                                                                                                            
que les composantes de la combinaison linéaire β�Xt, bien que demeurant stationnaires, le soit maintenant 
avec une racine plus loin de l�unité (processus de courte mémoire). Voir à ce sujet Caporale et Gil-Alana 
(2002) pour une discussion des concepts et une intéressante application. Les concepts de cointégration 
traditionnelle, qui nous intéressent ici, font par contre référence au cas où b et d sont des nombres entiers. 
2 On note que (1) peut être généralisé pour y inclure un vecteur de variables dichotomiques correspondant à 
des phénomènes de saisonnalité et/ou de changements de régime. Ce cas est omis pour l'ensemble du 
travail. 
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La représentation (2) n'est en fait qu'une transformation de l'expression (1) de sorte à y 

permettre la mise en relation des variables en niveau et en différence première. L'intuition 

derrière cette représentation est que si les composantes de Xt sont cointégrés, la 

représentation sera stationnaire en différence première à court terme mais qu'à long 

terme, la représentation en niveau le sera également. En d'autres mots, on permet aux 

composantes caractérisées par une relation de cointégration d'être à l'écart de l'équilibre 

uniquement à court terme. Toutes les informations pertinentes à la relation de 

cointégration sont incluses dans le terme ΠXt-k et l'hypothèse de cointégration selon la 

procédure de Johansen équivaut à une hypothèse de rang réduit de la matrice Π. Le 

nombre de vecteurs de cointégration d'un système est définit par le nombre de colonnes 

linéairement indépendantes de Π (le rang de Π) ou, de façon équivalente, par le nombre 

des ses racines caractéristiques différentes de zéro. En notant par r le rang de Π, on a trois 

cas possibles. Si r=n la matrice Π est de rang complet, ce qui implique que toutes les 

variables sont en fait stationnaires et que l'estimation traditionnelle d'un VAR en niveau 

tel que (1) est appropriée. À l�opposé, si r=0, il n'existe aucun vecteur de cointégration. 

C'est le cas où Π est la matrice nulle. À ce moment, l'analyse appropriée est celle d'un 

VAR en différence première. Par contre, si on a que 0 < r < n, il y a alors exactement r 

vecteurs de cointégration et on peut à ce moment factoriser Π tel que Π = αβ' de sorte 

que : 

 

∆Xt = µ + ∑
−

=

1

1

k

i
Γi∆Xt-i + αβ'Xt-k + εt 

 
(3) 

 
Les deux matrices α et β sont toutes deux de dimension (n x r). Les r colonnes de β 

forment r combinaisons linéaires β'Xt-k qui sont stationnaires et de ce fait représentent les 

r vecteurs de cointégration. Les r colonnes de α s'interprètent quant à elles comme des 

paramètres de vitesse d'ajustement du système aux déséquilibres de long terme. Si ces 

paramètres sont près de zéro, on comprend que le système est toujours caractérisé par une 

ou plusieurs relations d'équilibre, mais que tout choc introduit par εt engendrent un 

déséquilibre qui prendra du temps à se résorber.  

 

L'estimation de α et β dans (3) se fait par maximum de vraisemblance et les tests 
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d'hypothèses associés au nombre de vecteurs de cointégration sont donnés par des tests de 

ratio de vraisemblance. Johansen (1991) montre que les r vecteurs de cointégration 

correspondent aux vecteurs propres associés aux r plus grandes racines caractéristiques 

(parmi les n racines λ1 > λ2 > ... > λn) obtenus en résolvant :  

 
| λS22 - S21S11

-1S12 | = 0 

où : Sij = T-1 ∑
=

T

t 1
ξitξjt'  pour i, j = 1, 2 

 

(4) 

 
et où ξit et ξjt sont les deux termes résiduels obtenus en régressant  respectivement ∆Xt et 

Xt-k  sur ∆Xt-1, ∆Xt-2, ... ,∆Xt-(k-1). Ces r racines caractéristiques correspondent aux r plus 

grandes corrélations canoniques (élevées au carré) entre ξit et ξit. Dit simplement, 

l'approche de Johansen équivaut donc à une mesure de la corrélation entre les 

composantes du système en niveau et en différence première. Les n racines 

caractéristiques trouvées à (4) peuvent servir à effectuer un test formel pour savoir 

combien de celles-ci sont significativement différentes de zéro (le nombre de vecteurs de 

cointégration). Le théorème 2.1 de Johansen (1991) propose deux tests de ratio de 

vraisemblance. Le premier est appelé le test λ-trace et s'exprime de la façon suivante : 

 

λ-trace(r) = -2 ln Q = - T ∑
+=

n

ri 1
ln(1-λ i) 

 
(5) 

 
où T est le nombre d'observations et les λ i sont les (n-r) dernières racines caractéristiques 

trouvées en (4). L'hypothèse nulle Ho: r* ≤ r est à l'effet que le nombre de vecteurs de 

cointégration est plus petit ou égal à r, contre une hypothèse alternative générale. Une 

façon alternative de tester la présence de cointégration est donnée par le test λ-max : 

 
λ-max(r) = -2 ln Q = - T ln(1-λr+1)   (6) 

    
L'hypothèse nulle Ho: r* = r du test λ-max(r) est à l'effet que le nombre de vecteurs de 

cointégration est exactement égal à r, contre l'hypothèse alternative qu'il est exactement 

égal à (r+1). La distribution de ces deux tests n'est pas standard. Johansen (1991) montre 

qu'elle est asymptotiquement approximée par la matrice stochastique suivante : 
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∫
1

0

dWuWu' [ ∫
1

0

WuWu'du] ∫
1

0

WudWu' 
 
(7) 

  
où Wu est un vecteur de mouvement Brownien de dimension (k-r). La distribution du test 

λ-trace est donnée par la trace de la matrice (7). La distribution du test λ-max est donnée 

par sa racine caractéristique maximale. Osterwald-Lenum (1992) simule (7) en 

substituant le mouvement brownien par une marche aléatoire discrète à 400 étapes et 

fournit différentes tables de valeurs critiques pour les tests λ-trace et λ-max. Ces dernières 

dépendent du nombre variables auquel on soustrait le nombre de vecteurs de 

cointégration sous l'hypothèse nulle, (n-r), et de la structure déterministe que le chercheur 

donne au modèle à correction d'erreur. À cet effet, nous pouvons reformuler, sous 

l'hypothèse nulle 0 < r < n, le modèle à correction d'erreur donné à (3) de sorte à y inclure 

toutes les structures déterministes possibles.  

 

∆Xt = ∑
−

=

1

1

k

i
Γi∆Xt-i + αβ*'X*t-k + α┴µ2 + α┴δ2t + α + εt  

avec : β* = (β, µ1, δ1)' et X*t-k = (Xt-k , 1, t)' 

 

(8) 

 
Cette formulation incorpore plusieurs possibilités quant aux rôles que peuvent jouer les 

constantes, µ1 et µ2 et les tendances linéaires, δ1 et δ2. Osterwald-Lenum (1992) définit 

cinq structures possibles à (8). En d'autres mots, on peut formuler cinq différents types de 

restrictions quant aux composantes déterministes de (8). Ces restrictions sont cruciales 

puisqu'elles affectent, comme on vient de le voir, la distribution des deux tests de ratio de 

vraisemblance. En suivant la notation d'Osterwald-Lenum, on a : 

Cas 0 : µ1 = µ2 = δ1 = δ2 = 0 ; Cette structure impose l'absence de toute composante 

déterministe, tant dans les séries en niveau que dans les séries en différence première. 

Elle est souvent écartée dans la littérature puisque, ne serait-ce que pour tenir compte des 

différences de conditions initiales entre variables (différences de mesure), elle est 

considérée peu probable. 

Cas 1* : δ1 = δ2 = µ2 = 0 ; Cette structure impose l'absence de toute tendance linéaire mais 

fais intervenir une ordonnée à l'origine contrainte à faire partie de l'espace de 

cointégration. On aura donc une constante dans les séries en niveau. 

Cas 1 : δ1 = δ2 = 0 ; Cette structure exclue toujours la présence de tendance linéaire 
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définie explicitement, mais permet la présence d'une ordonnée à l'origine non-contrainte.  

La présence d'une ordonnée à l'origine dans les séries en différence première revient à 

représenter une tendance linéaire dans les séries en niveau.  

Cas 2* : δ2 = 0 ; Cette structure permet la présence d'une tendance linéaire dans l'espace 

de cointégration. Elle y permet de ce fait la présence de variables stationnaires en 

tendance. 

Cas 2 : aucune restriction ; Cette dernière structure, tout comme le cas 0, est souvent 

jugée peu plausible puisqu'elle permet une tendance linéaire dans les séries en différence 

première et, par conséquent, une tendance quadratique dans les séries en niveau. On 

considère ce genre de phénomène plutôt rare en économie. 

 

L�application de la procédure de Johansen consiste donc en premier lieu à déterminer 

conjointement la structure déterministe de son modèle à correction d'erreur et le nombre 

de vecteurs de cointégration. Ensuite, il s'agit de contraindre (8) selon les restrictions 

déterministes appropriées et selon le nombre de vecteurs de cointégration trouvé 

(contraindre les (n-r) racines caractéristiques de Π trouvées non significatives à être 

égales à zéro) pour estimer le modèle à correction d'erreur.  

 

 

III  ÉNONCÉ DE PROBLÉMATIQUE 
 

Comme tout test d'hypothèse, les tests λ-trace et λ-max sont sujets à des erreurs. Ces 

dernières surviennent parce que la distribution de ces tests est asymptotique et que 

l'échantillon avec lequel travaille l'économétricien est fini. L'inférence par un test 

d'hypothèse peut conduire à deux types d'erreurs. L�erreur de type I survient lorsque le 

test d'hypothèse rejette une hypothèse nulle vraie tandis que l�erreur de type II survient 

lorsque le test d'hypothèse ne parvient pas à rejeter une hypothèse nulle fausse. Le niveau 

d'un test est la probabilité d'une erreur de type I. En théorie, les valeurs critiques d'un test 

d'hypothèse sont construites selon un niveau désiré. Par exemple, une valeur critique d'un 

niveau théorique de 10 % signifie que la probabilité de rejeter une hypothèse nulle vraie, 

en comparant la valeur du test à cette valeur critique, se situe à 10 %. Par contre, en 



 8

échantillon fini, il est possible que le test d'hypothèse présente des distorsions de niveau. 

Ce phénomène survient lorsque la probabilité d'une erreur de type I en échantillon fini 

diffère significativement de la probabilité théorique. Ces distorsions de niveau se 

mesurent à l'aide d'expériences de Monte Carlo. La puissance est une mesure largement 

utilisée de la robustesse d'un test d'hypothèse. Elle se définit comme étant la probabilité 

pour un test d'hypothèse de ne pas effectuer d'erreurs de type II. Un test d'hypothèse est 

considéré puissant s'il rejette typiquement une hypothèse nulle fausse. Contrairement au 

niveau, la puissance ne peut être définie à priori. La puissance d'un test se mesure donc 

en général par une étude de Monte Carlo. La mesure de la puissance est difficile en 

présence de distorsions de niveau de sorte que souvent, on corrige d'abord les valeurs 

critiques de façon à ce que le test d'hypothèse ne commette pas plus d'erreurs de type I 

que ne le suggère la théorie asymptotique et on mesure ensuite la fréquence de rejet d'une 

hypothèse nulle posée fausse.  

 

La première hypothèse nulle de ces deux tests est celle posant l'absence de cointégration. 

Le rejet trop fréquent de cette hypothèse nulle, lorsque cette dernière est vraie, est 

particulièrement problématique parce qu'elle peut conduire à un phénomène que certains 

auteurs nomment cointégration fallacieuse ou spurious cointegration. Dans de tels cas, le 

chercheur dessine en fait un modèle à correction d'erreur dans un contexte où il n'y a pas 

lieu de le faire. Bien sûr, l'inférence à partir de là ne peut être que fausse. Pour cette 

raison, l�emphase de cet article est mis sur la mesure des distorsions de niveau.  

 

 

IV  REVUE DE LITTÉRATURE 
 

Parmi les premiers à étudier la question, Reinsel et Ahn (19883, 1992) suggèrent, sur la 

base d�expériences de Monte Carlo non rapportées, une modification simple au test λ-

trace en y apposant le facteur de correction ((T-nk)/T) de sorte que : 

 

                                                
3 Cité dans Reimers (1992). 
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λ-trace(RA) = - (T-nk) ∑
+=

n

ri 1
ln(1-λ i)  

 
(9) 

 
où T est le nombre d�observations, n est le nombre de variable et k est le nombre de 

retards utilisé sous la représentation à correction d'erreur. Ce test corrigé possède la 

propriété d�être asymptotiquement équivalent au test λ-trace original. Lorsque T devient 

suffisamment grand, le facteur ((T-nk)/T) tend vers l�unité et on aura que λ-trace = λ-

trace(RA). Les auteurs arguent que le test modifié possède de meilleures propriétés de 

niveau. Malheureusement, le fondement théorique de ce facteur de correction n'est 

pratiquement pas discuté dans la littérature. Même si c�est à ces auteurs qu�on attribue 

l�idée d�apposer ce facteur de correction, il a surtout été étudié par Reimers (1992) et 

Cheung et Lai (1993). 

 

Reimers (1992) effectue une ambitieuse étude de Monte Carlo dans le but de comparer 

diverses procédures visant à tester la présence de cointégration dans un système 

multivarié et d�analyser les causes du possible manque de robustesse pour chacune de ces 

procédures. L�auteur étudie notamment la procédure de Johansen et Juselius (1990), en 

particulier son test λ-trace, celle de Stock et Watson (1988), celle de Phillips et Ouliaris 

(1988), de même que d�une procédure visant à déterminer conjointement le nombre de 

vecteurs de cointégration et le nombre de retards en se fondant sur les critères 

d�informations d�Akaike (AIC), de Schwarz (SBC) et d�Hannan-Quinn. Nous discutons 

ici de ses résultats pour le test λ-trace. Sa première expérience met en jeu trois marches 

aléatoires indépendantes pour lequel il fait varier le nombre d�observations T = (50, 100, 

200) et le nombre de retards employé dans le VECM, k = (1, 2, 3, 4, 5). Puisque dans le 

vrai processus générateur de données (DGP), il n�y a qu�un seul retard, ce dernier 

paramètre en est un de sur-identification. Lorsque le système est correctement spécifié 

(k=1), Reimers trouve un biais en faveur du rejet trop fréquent de l�hypothèse nulle vraie 

d�absence de cointégration, mais évalue ces distorsions de niveau comme étant de faible 

ampleur. Ses résultats montrent que la sur-identication du système amplifie ces 

distorsions mais que ces dernières sont moins importantes à mesure que T augmente. Une 

conclusion importante de cette expérience de Monte Carlo est que l�utilisation du test 

corrigé λ-trace(RA) assure de meilleures propriétés de niveau au départ et une meilleure 
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robustesse vis-à-vis la sur-identification. Il recommande de ce fait l�utilisation du test 

corrigé λ-trace(RA) plutôt que du test λ-trace et discute de l�importance d�une 

spécification adéquate du système par rapport au nombre de retards.  

 

Cheung et Lai (1993) cherchent d�abord à déterminer dans quelle mesure les valeurs 

critiques en échantillon fini sont sensibles à des changements de T, n et k et si, 

contrairement à ce que suggèrent Reinsel et Ahn (1992) et Reimers (1992), l�utilisation 

d�une correction aux valeurs critiques asymptotiques n�est pas plus appropriée qu�une 

correction au test λ-trace. Leur expérience de Monte Carlo considère un processus à n 

marches aléatoires indépendantes pour plusieurs valeurs de T, n et k. Les auteurs estiment 

une équation de surface de réponse de la forme : 

 
γi = [CRTi / CR∞]  = β0 + β1[T/(T-nk)] + ε (10) 

 
où ε est un terme d�erreurs et où γi est le rapport de la valeur critique en échantillon fini à 

la valeur critique asymptotique pour une valeur de T donnée et la iième expérience. Le 

terme [T/(T-nk)] est l�inverse de la correction proposée par Reinsel et Ahn (1992). Les 

auteurs notent que l'utilisation de la correction de Reinsel et Ahn implique la restriction 

asymptotique β0 = 0 et que β1 = 1 mais qu�à l�opposé, l�utilisation d�une correction 

équivalente aux valeurs critiques asymptotiques implique de façon moins restrictive que 

β0 + β1= 1. L�estimation de (10) et les résultats aux tests d�hypothèses qu�ils conduisent 

(tests de Fisher sur les hypothèses nulles jointes correspondantes aux restrictions) leur 

permettent de conclure que l�utilisation d�une correction aux valeurs critiques 

asymptotiques est plus adéquate. En effet, la première restriction est rejetée par leurs 

données mais non la seconde. De façon générale, les résultats de leur expérience de 

Monte Carlo confirme l�existence d�un biais en faveur du rejet trop fréquent de 

l�hypothèse nulle d�absence de cointégration lorsque le système n�est pas cointégré et que 

ce biais est une fonction positive de [T/(T-nk)]. Cependant, les auteurs n�étudient pas 

l�effet décomposé de T, n et k et ne remettent pas en cause la construction même de ce 

facteur de correction. Cheung et Lai (1993) étudient également l�effet de la présence d�un 

terme d�erreurs ne suivant pas un processus gaussien. Ils utilisent la méthodologie de 
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Fleishman (1978)4 qui permet de générer des processus non-normaux en spécifiant les 

quatre premiers moments : la moyenne, la variance, le skewness (symétrie) et le kurtosis 

(aplatissement). Par ailleurs, le DGP qu�ils spécifient est composé de deux marches 

aléatoires indépendantes. Ils estiment une équation de surface de réponse d'une forme 

générale permettant de mettre en relation la différence entre le niveau d�échantillon et le 

niveau pour le cas charnière où le skewness et le kurtosis prennent des valeurs 

correspondantes à la loi normale. Ils montrent que la présence de skewness a un impact 

significatif en faveur du rejet trop peu fréquent de l�hypothèse nulle d�absence de 

cointégration pour les deux tests. Pour sa part, le kurtosis excessif s�accompagne d�un 

biais de signe inverse, même si le test λ-trace semble plus robuste à cet égard que le test 

λ-max. Néanmoins, l�amplitude des coefficients qu�ils estiment laisse croire que l�effet 

empirique sur le niveau d�échantillon à la présence de skewness ou de kurtosis excessif 

reste généralement mince.  

 

Toda (1994, 1995) examine les propriétés en échantillon fini des tests λ-trace et λ-max 

dans le cadre d�un modèle à correction d�erreur permettant une constante non-contrainte, 

ce qui implique une constante dans le vecteur de cointégration et une tendance linéaire 

dans les séries en niveau, correspondant au cas 1 d�Osterwald-Lenum (1992). À cette fin, 

l�auteur transforme un DGP en une forme réduite, permettant ainsi la mise en exergue de 

différents facteurs qu�il soupçonne d�affecter la performance des deux tests en échantillon 

fini. Toda (1994, 1995) argumente à l�effet qu�une telle transformation n�induit aucune 

perte de généralité. Spécifiquement, Toda (1995) utilise un modèle bivarié (n=2) à un 

seul retard (k=1) et montre que le DGP Xt, une fois transformé de façon appropriée de 

sorte que HXt = Wt, où H est une matrice non-singulière, peut être décomposé en 

une composante stationnaire w1t, un vecteur de dimension r, et une composante non-

stationnaire w2t, un vecteur de dimension (n-r). Toda montre que, lorsque r=0, la 

distribution des tests λ-trace et λ-max, pour des valeurs de T, n et k données, n�est 

fonction que d�un scalaire positif, δ, correspondant au coefficient normalisé de la 

tendance linéaire. Dans le cadre de ses expériences de Monte Carlo, l�auteur pose δ = (0, 

                                                
4 Cité dans Cheung et Lai (1993). 
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0,2, 1,0) sous l�hypothèse nulle r=0. Il maintient du reste son système à deux dimensions, 

un seul retard et 100 observations. Les résultats de son étude de Monte Carlo montrent 

que les tests λ-trace et λ-max sont très robustes aux différentes valeurs de δ. Il en conclut 

qu�à 100 observations, la distribution en échantillon fini des deux tests de ratio de 

vraisemblance représente une bonne approximation de la vraie distribution (lorsque 

l'hypothèse nulle est vraie). 

 

Pour leur part, Godbout et van Norden (1997) s'efforcent d'évaluer dans quelle mesure 

certaines études empiriques récemment publiées mettant en relief différentes relations de 

cointégration ont pu être affectés par des distorsions de niveau. En d�autres mots, ils 

effectuent des expériences de Monte Carlo prenant cette fois-ci pour base des modèles 

empiriques déjà estimés et publiés. La méthodologie qu�ils utilisent étant similaire à 

plusieurs égards à celle que nous employons, elle est discutée plus en profondeur à la 

section VI. Essentiellement, il s�agit d�estimer un modèle à correction d�erreur à partir de 

séries macro-économiques et d�utiliser précisément les paramètres estimés pour 

construire un DGP. Les auteurs posent alors dans ce dernier r=0 (absence de relation de 

cointégration) et mesurent la fréquence de rejet de cette hypothèse nulle vraie. Les 

auteurs effectuent trois études de cas. En premier lieu, ils réexaminent le modèle de 

cointégration entre différentes paires de taux de change proposé par Baillie et Bollerslev 

(1989). Ensuite, ils s'attardent à un modèle monétaire de détermination du taux de change 

proposé par MacDonald et Taylor (1993). Enfin, Godbout et van Norden réévaluent 

l�étude de Kasa (1994) investiguant la présence de tendances stochastiques communes au 

sein des marchés boursiers internationaux. Ils montrent que, sauf dans le cas de Baillie et 

Bollerslev (1989), on remarque d�importantes distorsions de niveau au point où on 

soupçonne une inférence au départ fallacieuse sur la présence d'une relation de 

cointégration. Les distorsions de niveau apparaissent particulièrement importantes chez 

MacDonald et Taylor (1993). 

 

Boswijk et Franses (1992) étudient la robustesse de trois techniques pour tester la 

présence de cointégration à la spécification de la dynamique du système. Les trois 

procédures sont celle de Johansen (1991), celle d�Engle et Granger (1987) utilisant un 
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test de Dickey-Fuller augmenté de même qu'une procédure proposée par Boswijk (1989)5 

utilisant un test de Wald. Les auteurs considèrent deux DGP bivariés pour leur étude de 

Monte Carlo. Dans les deux cas, la première variable, x1t, est générée par une marche 

aléatoire. La deuxième variable x2t, prend deux formes différentes. Spécifiquement : 

 
DGP 1 : x2t = λ (x2t-1 - x1t-1) + 0,5∆x1t + 0,6∆ x2t-1 + ε2t 

DGP 2 : x2t = λ (x2t - x1t-1) + ε2t - 0,6ε2t-1 

(11) 

(12) 

 
où ε2t est un terme d�erreurs tel que ε2t ~ i.i.d. N(0,1). Au cours de leur expérience, les 

auteurs posent les valeurs λ = (0, -0,2). Lorsque λ = 0, x2t n'est pas cointégré avec x1t 

alors que tel n�est pas le cas lorsque λ = -0,2. De plus, même si λ = 0, on aura tout de 

même une forme de dépendance entre les deux variables au DGP 1. Notons au passage 

que même si les DGP données en (11) et (12) n�incluent pas de constante, les tests de 

cointégration ont tout de même été effectués dans un contexte permettant une constante 

non-contrainte dans la représentation à correction d�erreur (une constante dans le test 

augmenté de Dickey-Fuller pour la procédure d�Engle et Granger). L�intérêt de cette 

étude est d�examiner jusqu�à quel point les procédures de tests pour la cointégration et 

leur cadre d�estimation respectif sont adroits à capturer la dynamique peu commune de 

(11) et de (12). Des processus tels qu�explicités dans ces deux DGP possèdent  en effet 

une dynamique ne pouvant être complètement modélisée par les modèles à correction 

d�erreur usuels. Par exemple, la composante de moyenne mobile en (12) ne peut être 

qu'approximée par des termes de retards autorégressifs (fini). Qui plus est, x1t est 

complètement exogène6 par rapport à x2t et la représentation VAR de tels processus n�est 

pas symétrique. Leur principale conclusion est que pour chaque test investigué, il existe 

une spécification optimale du nombre de retards qui assure le meilleur compromis entre 

les propriétés de niveau et de puissance. Plus spécifiquement, pour les tests λ-trace et λ-

max, il apparaît qu�une sous-identification (par rapport à cette spécification optimale) du 

système engendre de graves distorsions de niveau qui peuvent être amenuisés par une 

augmentation du nombre de retards. En revanche, une sur-identification (encore une fois 

                                                
5 Cité dans Boswijk et Franses (1992). 
6 On note, par contre, que la procédure de Johansen ne formule aucune hypothèse quant à l�exogénéité des 
régresseurs. 
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par rapport à la spécification optimale) du système rend compte d�une perte de puissance. 

En d�autres mots, pour le DGP 2 et avec λ = -0,2, la fréquence de rejet de l�hypothèse 

nulle vrai r=1 est trop élevé pour des spécifications de retards insuffisantes. Mais à 

mesure que k augmente, la fréquence de rejet de l�hypothèse nulle (fausse) r=0 diminue à 

son tour. Il y a donc un péril bien réel à sur-identifier le système, même si 

empiriquement, il apparaît que la perte de puissance est de moindre ampleur que les 

distorsions de niveau.  

 

Harris et Judge (1998) considèrent la possibilité pour les économétriciens utilisant la 

procédure de Johansen d�avoir recours aux valeurs critiques bootstrap7 au lieu des 

valeurs critiques asymptotiques habituelles. Il a été démontré que, sous certaines 

conditions, lorsqu�un processus est stationnaire, l�utilisation d�un test bootstrap possède 

une meilleure robustesse qu�un test asymptotique. Il est donc d�intérêt de se demander si 

une telle procédure serait aussi appropriée pour des processus non-stationnaires, en 

particulier pour les tests de ratio de vraisemblance pour la cointégration. Essentiellement, 

la méthodologie requiert pour le chercheur de générer lui-même une table de valeurs 

critiques qui soit pertinente pour son cas particulier. La tâche pour l�économétricien 

revient à créer n DGP correspondant aux nombres de vecteurs de cointégration possibles 

(de zéro jusqu�à (n-1)), à chaque fois en contraignant celui-ci à ne contenir que les r plus 

grandes racines caractéristiques de Π (zéro autrement). On obtient alors un premier DGP 

non cointégré, un deuxième présentant un seul vecteur de cointégration, et ainsi de suite 

jusqu�à un dernier DGP avec (n-1) vecteurs de cointégration. La simulation de ces DGP 

permet alors de générer des valeurs critiques d�échantillon associées aux tests λ-trace et 

λ-max pour chacune des hypothèses nulles d�intérêt. Le chercheur peut alors se servir de 

ces nouvelles valeurs critiques pour son inférence quant à la présence d�un ou plusieurs 

vecteurs de cointégration. L�examen théorique de la distribution bootstrap des tests de 

ratio de vraisemblance pour la cointégration n�étant pas encore chose faite dans la 

littérature, Harris et Judge (1998) étudient celle-ci empiriquement au moyen d�une 

expérience de Monte Carlo simple composée de trois variables et un seul retard dont le 
                                                
7 MacKinnon (2002) présente une intéressante discussion sur l�utilisation du bootstrapping en économétrie. 
Harris et Judge (1998) présente une liste de références donnant plus de détails sur l�utilisation du 
bootstrapping dans le cadre de tests de cointégration. 
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nombre de vecteurs de cointégration peut être égal à un ou deux dépendamment d�un 

paramètre de «poids» qu�ils posent. Leurs résultats envoient des signaux contradictoires. 

À prime abord, on se serait effectivement attendu à ce que la distribution bootstrap soit 

au moins aussi efficiente que la distribution asymptotique. Un tel verdict ne peut être 

rendu. La distribution bootstrap du test λ-trace ressemble à sa distribution asymptotique, 

mais la distribution bootstrap du test λ-max engendre des propriétés de niveau pires que 

celles de la distribution asymptotique. Les auteurs concluent que leur étude trouve peu de 

raisons de recommander aux économétriciens d�utiliser une telle démarche.  

 

Ho et Sorensen (1996) s�attardent sur la performance des tests de ratio de vraisemblance 

pour la cointégration dans un contexte où la dimension du système devient grande et où le 

nombre d�observations est très petit. Leur méthodologie est basée sur l�estimation 

empirique d�un modèle réel et s�apparente en ce sens à plusieurs égards à celle de 

Godbout et van Norden (1997)8. Les DGP qu�ils construisent sont basés sur l�estimation 

d�un système composé de la valeur ajoutée pour jusqu�à neuf industries américaines. Les 

données sont annuelles et couvrent une période de 40 ans. L�objectif des auteurs est de 

construire plusieurs DGP selon le nombre d'industries qu�ils estiment et d�examiner 

l�effet, dans chacun des cas, de la spécification du nombre de retards sur le nombre de 

vecteurs de cointégration trouvé par la procédure9. Ho et Sorensen, à la différence de 

Godbout et van Norden, ne pose pas r=0, mais imposent plutôt le nombre de vecteurs de 

cointégration trouvé lors de l�estimation préalable. Enfin, un objectif connexe est 

d�évaluer la capacité des critères d�information AIC et SBC à correctement identifier le 

nombre de retards. Leurs premiers résultats confirment la présence d�importantes 

distorsions de niveau des tests λ-trace et λ-max. Le nombre de vecteurs de cointégration 

est typiquement sur-estimé, même s�ils trouvent quelques cas où il est sous-estimé. Les 

distorsions apparaissent sévères et s�en trouvent amplifiées lorsque le système est 

                                                
8 Une différence intéressante est que Ho et Sorensen ne permettent pas la présence de termes de covariances 
non-nuls entre les termes d�erreurs du système qu�ils simulent. Godbout et van Norden (1997) choisissent 
plutôt de représenter dans le DGP la matrice des covariances telle qu�elle est estimée. 
9 Pour être précis, les auteurs cherchent à identifier le nombre de «racines unitaires» dans leurs modèles 
multivariés. Cela est conceptuellement équivalent à chercher à identifier le nombre de vecteurs de 
cointégration. En effet, s�il y a r vecteurs de cointégration, il y aura (n-r) «racines unitaires» dans le terme à 
correction d�erreur. 
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incorrectement spécifié. Cependant, contrairement à une idée reçue depuis les travaux de 

Cheung et Lai (1993) et Boswijk et Franses (1992), les auteurs trouvent que la robustesse 

des deux tests est aussi sensible à la sous-identification qu�à la sur-identification. Ils 

montrent que le critère SBC est de loin plus performant que le critère AIC pour 

correctement identifier k. Le principal apport à la littérature de cet article réside surtout 

dans la démonstration que, au moins pour leur cas particulier, les distorsions de niveau 

des tests λ-trace et λ-max ne suivent pas un comportement facilement identifiable par 

rapport aux facteurs n et k. Ceci invalide, selon les auteurs, l�utilisation des facteurs de 

corrections dits «monotones» tel que ceux proposés par Reinsel et Ahn (1992) et Cheung 

et Lai (1993) qui reposent sur l�hypothèse que le biais est toujours en faveur du rejet trop 

fréquent de l�hypothèse nulle et que ce biais est une fonction positive de nk. Ho et 

Sorensen suggèrent plutôt aux économétriciens d�étudier eux-mêmes pour leur cas 

particulier les propriétés de niveau des tests de cointégration à l�aide d�une méthodologie 

semblable à la leur.  

 

Johansen (2002) avance l'idée de corriger le test λ-trace au moyen d'un facteur de 

correction de Barlett. Il fonde sa proposition sur le fait que la distribution asymptotique 

de son test de ratio de vraisemblance diffère souvent de la distribution en échantillon fini. 

Van der Vaart (1998) fournit une bonne intuition de la correction de Barlett pour les tests 

de ratio de vraisemblance. L'idée est de corriger l'espérance du test de ratio de 

vraisemblance pour qu'elle soit exactement égale à l'espérance de la distribution 

asymptotique. Asymptotiquement, la distribution du test λ-trace n'est fonction que du 

nombre de racines unitaire dans le terme à correction d'erreur, (n-r), et de la structure 

déterministe. Par contre, il est soupçonné qu'en échantillon fini, le test de ratio de 

vraisemblance dépende aussi d�un ensemble de paramètres de nuisance (que l�on note θ), 

sous l'hypothèse nulle. Les paramètres Γ1, Γ2, ..., Γk-1 dans l'équation (2) en sont de bons 

exemples. La procédure implique donc l'estimation de l'espérance du test de ratio de 

vraisemblance en échantillon fini (compte tenu des paramétres de nuisance) afin de 

corriger le test de ratio de vraisemblance pour que, même en échantillon fini, son 

espérance soit égale à son espérance asymptotique. Le parallèle avec les facteurs de 

correction proposés par Reinsel et Ahn (1992) et Cheung et Lai (1993) est instructif. En 
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fait, ces auteurs approximent le ratio entre l�espérance asymptotique du test de ratio de 

vraisemblance et son espérance en échantillon fini par [(T-nk)/T]. L'utilisation d'un tel 

facteur équivaut donc à poser que la convergence de l'espérance du test de ratio de 

vraisemblance vers l'espérance de sa distribution asymptotique est uniforme sur θ et n'est 

en somme fonction que de T, n et k. Johansen (2002) rejette cette idée et prétend au 

contraire que la convergence n'est pas uniforme sur θ, en d'autres mots, qu'elle n'est pas 

aussi rapide pour tous les processus ayant des valeurs de T, n et k identiques. Pour 

démontrer l'efficacité de la démarche qu'il propose, il fournit un exemple où il revisite un 

modèle de demande de monnaie danois. Ses résultats montrent que l�utilisation de son 

facteur de correction conduit à une annihilation presque totale des distorsions de niveau. 

Dans son exemple, les distorsions de niveau (qu'il estime d'une façon similaire à celle de 

Godbout et van Norden (1997)) passent en effet de 14 points de pourcentage à un point 

de pourcentage (pour un niveau théorique de 5 %).  

 

 

V  ÉTUDE DE MONTE CARLO FONDÉES SUR DES 

MODÈLES STATISTIQUES THÉORIQUES 
 

L�objectif de cette section est double. Il s'agit d'entrée de jeu d'obtenir une idée des 

distorsions de niveau associées aux deux tests de cointégration proposé par Johansen, le 

test λ-trace et le test λ-max. Ensuite, nous tentons de valider certaines des corrections ou 

conclusions fournies par les auteurs présentées à la section précédente, en particulier les 

corrections pour degrés de libertés dîtes «monotones» de Cheung et Lai (1993) et de 

Reinsel et Ahn (1992). Le reste de cette section se compose de trois sous-sections. La 

première propose une expérience de Monte Carlo générale mettant en jeu n marches 

aléatoires indépendantes. La deuxième aborde spécifiquement la question de la mauvaise 

spécification de la dynamique du système tandis que la dernière étudie l�effet sur les 

distorsions de niveau de l�introduction d�hétérocédasticité conditionelle dans le terme 

d�erreurs.  
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5.1 Modèle stochastique autorégressif 

Le premier DGP que nous étudions est un processus autorégressif non-stationnaire, mais 

non-cointégré. Sa représentation VAR est la suivante : 

 
Xt = α1 Xt-1 + α2 Xt-2 + ... + αk Xt-k + εt (13) 

 
où Xt est un vecteur de variables (X1t, X2t, ..., Xnt)' de dimension n,  εt est un vecteur 

d'erreurs gaussiennes indépendantes (ε1t, ε2t, ..., εnt)'  de dimension n distribué tel que εt ~ 

N(0,I) et où α1, ..., αk sont k matrices de coefficients (n x n). Chacune de ces k matrices 

est diagonale avec les éléments diagonaux égaux à [1 / k] ce qui implique, pour tout n, 

que ∑
=

k

i 1
αni = In. Il peut facilement être montré qu'un tel processus 1) contient une racine 

unitaire pour chacune de ses composantes et 2) n'est pas cointégré. En effet, pour chaque 

n, un test Dickey-Fuller augmenté ne pourrait rejeter l'hypothèse nulle de la présence 

d'une racine unitaire. De plus, sa représentation sous forme de modèle à correction 

d�erreur montrerait que la matrice Π est en fait la matrice nulle. Le processus (13) est 

simulé, en faisant varier trois paramètres de contrôles, à savoir le nombre de retards (k), 

le nombre d'observations (T) et le nombre de variables (n). Afin de représenter le plus 

large éventail possible de combinaisons, les valeurs k = (1, 2, 3, 4, 5), T = (50, 75, 100, 

150, 200, 300, 400, 600) et n = (2, 3, 4, 5) sont établies. Ce choix suppose 20 DGP 

différents simulés pour produire huit différentes tailles d'échantillon, d'où un cortège de 

160 simulations. Le nombre de répétitions, pour chacune des expériences, est établi à 

2 000. Notons aussi qu�à chaque fois, T+50 observations ont été générées, suite à quoi les 

50 premières n�ont pas été pris en compte, ceci dans le but d�amenuiser l�effet de la 

condition initiale. Le logiciel RATS et sa procédure CATS (modifié pour permettre la 

programmation en boucle) ont été utilisé pour chaque expérience.  

 

Cette expérience de Monte Carlo s'apparente à celle effectuée par Cheung et Lai (1993) à 

une différence notable près. Comme nous l'avons vu, les auteurs utilisent un DGP 

composé de n marches aléatoires indépendantes avec un seul retard (sans dynamique de 

court terme). Le paramètre k qu'ils font varier est en fait le nombre de retards employé 

lors des tests de cointégration, ce qui fait de k un paramètre mesurant plus la sur-
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identification de leur système que le nombre de retards à proprement parler. Ici, il est jugé 

sage de traiter ces deux questions séparément. Dans cette section, la variable k est le 

nombre de retards tant du DGP que du VECM estimé pour le calcul des tests de 

cointégration. De cette façon, le système est toujours correctement spécifié. Il faut aussi 

noter qu'à l'instar de Boswijk et Franses (1992), bien que le DGP présenté à l'équation 

(13) ne possède aucune composante déterministe, les tests de cointégration sont effectués 

dans un contexte permettant une tendance dans les séries en niveau et une constante dans 

le vecteur de cointégration, correspondant au cas 1 d'Osterwald-Lenum (1992) (les tests 

ont bien sûr été comparés aux valeurs critiques correspondantes). D'une part, le fait de 

choisir un modèle moins contraignant (que ne le serait le cas 0) ne devrait pas influencer 

outre mesure nos résultats et d'autre part, le cas 0 est aujourd'hui très rarement utilisé dans 

les travaux empiriques. Ce choix doit toutefois être gardé à l'esprit au cours de l'analyse 

de nos résultats. 

 

Pour donner une première idée des possibles distorsions de niveau, nous présentons 

d'abord les résultats pour trois cas limites pertinents : 1) n=2 et k=1, 2) n=2, k=5 et 3) 

n=5, k=1. Les résultats sont présentés dans les tableaux 1 à 3, pour un niveau théorique 

de 10 %. Les deux premières colonnes donnent le nombre d'observations (T) de même 

que l'hypothèse nulle sous laquelle le test a été construit. Les colonnes suivantes donnent 

les fréquences de rejet, dans l'ordre, du test λ-trace, du test λ-trace modifié selon le 

facteur de correction proposé par Reinsel et Ahn (1992), du test λ-trace comparé aux 

valeurs critiques corrigés selon le facteur de correction de Cheung et Lai (1993), du test 

λ-max et du test λ-max comparés aux valeurs critiques corrigées selon le facteur de 

correction de Cheung et Lai10. Notons que pour n=2 et Ho:r=1, les tests λ-trace et λ-max 

sont exactement les mêmes.11   

 

Un regard rapide sur chacun des tableaux permet de se convaincre d'un biais positif en 

                                                
10 Le facteur de correction de Cheung et Lai (1993) est construit d'après les coefficients estimés de 
l�équation de surface de réponse des auteurs. Pour le test λ-trace, on a β0 = 0,11906 et β1 = 0,88224 tandis 
que pour le test λ-max on a β0 = 0,08566 et β1 = 0,91284. Ces coefficients s'appliquent pour un niveau de 
10 %. 
11 On sait que λ-trace(r) = -T Σi=r+1...nln(1-λi) et que λ-max(r) = -T ln(1-λr+1). Pour tout (n-r) = 1, on a 
évidemment que (r+1) = n d'où λ-trace(r) = -T ln(1-λn) = λ-max(r). 
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faveur d'un rejet trop fréquent de l'hypothèse nulle. À chaque fois, les tests λ-trace et λ-

max présentent une fréquence de rejet supérieure à ce que suggère la théorie 

asymptotique. Au tableau 1, on constate que le niveau d'échantillon du test λ-trace est 

typiquement au moins le double du niveau théorique de 10 %. À première vue, il est loin 

d'être clair que l'augmentation de la taille de l'échantillon améliore de façon significative 

la performance du test λ-trace.  D'ailleurs, la pire performance ne survient pas pour la 

plus petite taille d'échantillon (T=50), mais bien pour T=100, une taille d'échantillon 

typique que l'on retrouve dans nombre de travaux empiriques. À 600 observations, la 

fréquence de rejet est encore de 20,35 %, soit encore une fois plus du double du niveau 

théorique.  

 

Les distorsions de niveau affichées par le test λ-max sont importantes, mais moins 

prononcées que pour le test λ-trace. Pour 100 observations, la fréquence de rejet de 

l'hypothèse nulle est de 15,6 %, ce qui représente également la pire performance de toutes 

les tailles d'échantillon. Par contre, contrairement au test λ-trace, l'augmentation du 

nombre d'observations semble avoir un effet bénéfique sur les distorsions de niveau, 

même si la convergence apparaît très lente. À partir de 100 observations, le niveau 

d'échantillon s'estompe délicatement pour atteindre 14,8 % pour 600 observations.  

 

La consultation du tableau 2 montre que l'ajout du nombre de retards a un effet 

typiquement négatif sur les propriétés de niveau des tests. Cependant, cet effet est peu 

sévère. Le niveau d'échantillon fini n'augmente de façon générale que d'un ou deux points 

de pourcentage pour les deux tests, et on trouve d'ailleurs quelques cas où l'augmentation 

du nombre de retards améliore les propriétés de niveau. Par construction, les facteurs de 

correction proposés par Cheung et Lai (1993) et Reinsel et Ahn (1992) vont toujours soit 

diminuer la valeur du test, soit augmenter la valeur critique. En ce sens, comme nous 

constatons un biais dans la direction d'un rejet trop fréquent de l'hypothèse nulle, les 

facteurs de correction atténuent toujours le biais. Malgré cette propriété intéressante, 

l'efficacité de ceux-ci est questionnée. Pour n=2 et k=1, le test corrigé de λ-trace et le test 

λ-max comparé aux valeurs critiques corrigées n'engendrent qu'une amélioration 

marginale des distorsions de niveau. À 100 observations, le passage de l'utilisation du test 
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λ-trace à l'utilisation du test corrigé ne fait passer le niveau d'échantillon que de 23,0 % à 

21,6 %.  Pour n=2 et k=5, les facteurs de correction sont légèrement plus performants, 

surtout pour de petites tailles d'échantillons. En fait, plus la taille de l'échantillon 

augmente, plus l'amélioration des propriétés de niveau associé à l'emploi de l'un ou l'autre 

des facteurs de corrections est maigre.  

 

Le fait que, pour n=2, le rejet de l'hypothèse nulle r=1 est toujours plus fréquent que le 

rejet de l'hypothèse nulle r=0, peu importe le test ou la valeurs critique utilisée est 

probablement notre résultat le plus surprenant. Le rejet de l'hypothèse nulle selon laquelle 

r=1, lorsque n=2, se fait en faveur de l'hypothèse alternative que r=n, tant pour le λ-trace 

que pour le λ-max. L'hypothèse que r=n indique (faussement) que nos séries sont en fait 

stationnaires et que la modélisation appropriée est celle d'un VAR en niveau. Pour 

illustrer le mécanisme qui a mené à ce résultat, nous examinons plus en profondeur notre 

simulation où n=2, T=100 et k=1. Sur 2 000 répétitions, la comparaison des tests λ-

trace(r=0) et λ-trace(r≤1) aux valeurs critiques correspondantes ont mené à des 

conclusions cohérentes (vraies ou fausses) à 1 741 reprises12. Par contre, à 259 reprises, 

on n'a pu rejeter Ho:r=0 mais on a rejeté Ho:r≤1 en faveur de l'hypothèse alternative de la 

stationnarité des séries. Ceci est embêtant puisqu'en principe, le rejet de Ho:r≤1 est 

conditionnel à ce que l'hypothèse Ho:r=0 ait été rejeté au préalable. En effet, si l'on 

ordonne les deux (puisque n=2) racines caractéristiques tel que λ*1 < λ*2, il est en théorie 

improbable qu'un test trouve que λ*1 n'est pas significativement différent de zéro, mais 

que le même test arrive à la conclusion que λ*2 est significativement différent de zéro. 

Harris (1995) mentionne ce problème lors de l'illustration d'un modèle de parité de 

pouvoir d'achat pour le Royaume-Uni à quatre variables. Dans son illustration, les 

hypothèses r ≤ 2 et r ≤ 3 ne sont clairement pas rejetées tandis que celle voulant que r ≤ 4 

est rejetée à un niveau de 5 %. Harris avance le problème du manque de robustesse en 

échantillon fini des tests de ratio de vraisemblance pour la cointégration comme 

explication à ce curieux phénomène. Au delà du problème de cohérence soulevé 

précédemment, le fait que les tests concluent dans des proportions avoisinant 25 % que la 

                                                
12 Les deux hypothèses nulles n'ont pu être rejetés à 1 282 reprises (on conclut que r=o). Ils ont été 
conjointement rejetés à 261 reprises (on conclut que r=2). Finalement, dans 198 cas, Ho:r=0 a été rejeté, 
mais Ho:r=1 n'a pu être rejeté (on conclut que r=1).  
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matrice Π est de rang complet a de quoi inquiéter. En effet, considérant que dans notre 

DGP, r est posé égal à zéro, que le rejet de Ho:r≤1 est conditionnel au rejet de Ho:r=0, et 

qu'à chaque fois le niveau théorique des tests est de 10 %, on devrait idéalement arriver à 

une fréquence de rejet de 1 % (0,1*0,1=0,01). Cet idéal est, manifestement, à mille lieux 

de la réalité pratique. Qui plus est, les facteurs de corrections utilisés ne sont pour ainsi 

dire d'aucune utilité à cet égard. On peut noter qu'une explication très partielle à cette 

conclusion trop fréquente à la stationnarité des séries réside peut-être dans le choix des 

composantes déterministes à inclure dans le VECM. Comme nous l'avons vu, le contexte 

dans lequel s'est construit chacun des tests en est un permettant une constante dans le 

vecteur de cointégration conjointement avec une tendance linéaire dans les séries en 

niveau. Il n'est donc pas impossible que la modélisation ait engendré une confusion entre 

des séries stationnaires en tendance et des séries stationnaires en différence première.  

 

Au tableau 3, on remarque une meilleure performance des tests lorsque n=5 par rapport à 

n=2 pour des tailles d'échantillons de 100 ou plus, bien que les distorsions de niveau 

demeurent positives et significatives. La convergence vers le niveau théorique à mesure 

que la taille d'échantillon augmente est maintenant plus visible. Aussi, le test λ-max 

affiche encore une fois de meilleures propriétés de niveau que le test λ-trace, si bien qu'à 

600 observations, sa fréquence de rejet de Ho:r=0 se situe à 12,35 %, soit assez près du 

niveau théorique de 10 %. On note par ailleurs que cette fois-ci les facteurs de corrections 

améliorent sensiblement la performance de chacun des tests pour de faibles tailles 

d'échantillons. Fait rassurant, la fréquence de rejet de l'hypothèse nulle r=1 est maintenant 

bien plus près du niveau théorique de 1 %, même si à cet égard, encore une fois, le test λ-

max performe mieux que le test λ-trace.  

 

Les figures 1 et 2 permettent une représentation graphique des résultats pour l'ensemble 

des simulations effectués et par ricochet un examen du comportements des deux tests 

lorsque l'on fait varier tous les paramètres de contrôles. L'axe des ordonnées représente le 

ratio de la valeur critique d'échantillon à la valeur critique asymptotique, γi = [VCi / VC∞] 

où i=1,...,160 et réfère à la ième expérience conçue selon chaque combinaison disponible 

de T, n et k. Plus cette valeur est élevée, plus le biais en faveur d'un rejet trop fréquent de 
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l'hypothèse nulle (vraie) selon laquelle r=0 est prononcé. Bien sûr, aucun biais n'existe 

quand cette valeur est égale à l'unité. Sur l'axe des abscisses, les expériences sont 

ordonnées de T=50 et n=1 jusqu'à T=600 et n=5 de sorte à ce qu'on puisse suivre, dans 

l'ordre : [(T=50, n=2), ..., (T=50, n=5), (T=75, n=2), ..., (T=75, n=5), (...), (T=600, n=2), 

..., (T=600, n=5)]. Le nombre de retards utilisé est indiqué par les différentes courbes13. 

Les résultats pour le test λ-trace sont montrés à la figure 1. Le premier constat confirme 

ce que nous avons pu constater au tableau 3.3 à savoir que l'augmentation du nombre de 

variables améliore les propriétés de niveau. En effet, pour presque toutes les valeurs de T, 

à l'exception notable de T=50, le rapport de la valeur critique d'échantillon à la valeur 

critique asymptotique, γi, prend sa valeur maximale lorsque n=2 et sa valeur minimale 

lorsque n=5. Ce résultat paraît à première vue surprenant, puisque, pour une valeur de k 

donnée, l'ajout d'une variable à un système ajoute k paramètres, d'où une perte de degrés 

de libertés. À l'inverse, on peut penser que lorsqu'un système est composé (par exemple) 

de deux variables, on trouve une probabilité bien réelle que ces deux séries générées 

aléatoirement aient suivis des trajectoires similaires pendant une certaine période, en 

raison du simple effet du hasard. Avec un système de plus grande dimension, cela est 

évidemment moins probable. De son côté, l'ajout de retards dans le système, surtout pour 

des valeurs de T inférieures à 200, est associé à des valeurs de γi plus élevé. Il apparaît 

donc que plus le nombre de retards est élevé, plus les distorsions de niveau sont 

imposantes. Ces deux constats contredisent de façon non équivoque l'hypothèse sous-

jacente à l'utilisation des facteurs de corrections de Cheung et Lai (1993) et de Reinsel et 

Ahn (1992). Dans ces derniers, le nombre de variables (n) et le nombre de retards (k) sont 

réputés avoir un effet semblable et entrent indistinctement sous forme de produit dans les 

facteurs de correction. Cette trouvaille ouvre la porte à la possibilité que l'application d'un 

facteur de correction renverse le biais en faveur d'un rejet trop peu fréquent de 

l'hypothèse nulle. On peut imaginer un cas où T et n seraient suffisamment grands pour 

d'une part, assurer des propriétés de niveau acceptables et, d'autre part, augmenter 

l'ampleur de la correction apportée soit aux tests, soit aux valeurs critiques à tel point que 

le biais serait renversé. Bien qu'en pratique, un tel cas paraît peu probable, il s'agit d'une 

                                                
13 Les figures sont présentées sous forme de courbes uniquement pour la commodité du lecteur. Il ne s'agit 
bien sûr pas d'une fonction. Un histogramme aurait été plus approprié mais aurait rendu la présentation plus 
fastidieuse. 
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propriété indésirable. L'examen de l'évolution de γi à mesure que T augmente permet de 

voir l'estompement progressif des différences entre les modèles employant les différentes 

valeurs pour k. À partir de T=200, les comportements sont difficiles à distinguer. Par 

contre, même à T=600, le comportement de γi par rapport à n demeure le même, et 

semble même s'amplifier.  

 

Les résultats pour le test λ-max sont quant à eux présentés à la figure 2. Même si les 

distorsions de niveau sont toujours très sévères pour des valeurs de T inférieures à 100 et 

un nombre élevé de retards, on note qu'en général, les valeur de γi sont inférieures à celles 

correspondantes du test λ-trace. À partir de 150 observations, le test paraît peu sensible 

aux variations de k, de sorte que les courbes sont pratiquement juxtaposées. Enfin, 

contrairement au test λ-trace, l'effet bénéfique associée à l'ajout d'une variable dans le 

système est difficile à distinguer et, pour une valeur de T suffisamment grande, la 

différence devient marginale. Au cours de nos simulations, le test λ-max est donc apparue 

non seulement plus robuste que le test λ-trace par rapport à T, mais également moins 

sensible aux spécifications de n et de k. 

 

5.2 Problématique de mauvaise spécification 

Cette section aborde la problématique de spécification inadéquate du modèle et son 

impact sur la robustesse des tests de ratio de vraisemblance pour la cointégration. On sait 

à la lecture d'autres travaux, en particulier ceux d'Ho et Sorensen (1996) et de Boswijk et 

Franses (1992), que le choix du nombre de retards peut avoir une influence majeure sur la 

performance de ces tests. Si le nombre de retards est insuffisant, le système peut retenir 

de l'autocorrélation au sein de son terme résiduel. Si, à l'inverse, l'ordre du système est 

trop grand, ce dernier devient sur-identifié et plusieurs auteurs en ont illustré les possibles 

effets néfastes sur la puissance des tests de cointégration. L'étude de la compétence des 

différents critères mis à la disposition du chercheur pour identifier k, tel que les critères 

AIC et SBC de même que le test de ratio de vraisemblance proposé par Sims (1980) 

constitue en soi un sujet de recherche ambitieux. Pour notre part, nous nous contentons de 

mesurer dans quelle mesure une mauvaise spécification peut amplifier les distorsions de 

niveau des tests de cointégration. Pour ce faire, nous considérons un DGP à trois 
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dimensions et à trois retards de la forme :  

 
Xt = α1Xt-1 + α2Xt-2 + α3Xt-3 + εt (14) 

 
où Xt est un vecteurs de variables (x1t, x2t, x3t)', εt est un vecteur d'erreurs gaussiennes 

indépendantes (ε1t, ε2t, ε3t)' distribué tel que εt ~ N(0,I) et chaque élément de α1, α2 et α3 

sont posés à 0,4, à 0,3 et à 0,3 respectivement de sorte à ce que leur somme soit égale à 

l'unité. Ces derniers coefficients ont donc la même valeur pour chacune des trois 

équations entrant dans le système. Le nombre d'observations (T) est posé à 100 pour 

chacune des expériences. Notre variable de contrôle est le nombre de retards employé 

dans la construction des tests, k = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).  

 

Le tableau 4 présente les résultats. Il est tout à fait étonnant de constater que lorsque le 

système est fortement sous-identifié, les tests λ-trace et λ-max sont pratiquement 

incapables de ne pas rejeter l'hypothèse nulle d'absence de cointégration. Les tests ont en 

effet correctement identifié le caractère non-cointégré du système à seulement quelques 

dizaines de reprises au cours de nos 2 000 répétitions. Aussi inquiétant, une fréquence 

très prononcée, de 53 % et de 41 % pour les tests λ-trace et λ-max respectivement, est 

également affichée pour le rejet de l'hypothèse nulle d'au plus un vecteur de 

cointégration. Lorsqu'on utilise deux retards dans la construction des tests, les distorsions 

de niveau se dissipent lentement mais sont encore imposantes. Encore une fois, la 

fréquence de rejet avoisine les 40 % à 50 %. Quand le système est correctement spécifié 

(à k=3), les distorsions de niveau sont à leur minimum. L'ajout de retards supplémentaires 

ajoute à la probabilité de rejeter l'hypothèse nulle (vraie), mais ce phénomène semble être 

d'une ampleur moindre. On note que le test λ-max semble encore une fois plus 

performant que ne l'est le test λ-trace, même si celui-ci est loin d'échapper au problème de 

sous-identification. Néanmoins, lorsque le nombre de retards est correctement spécifié, le 

niveau d'échantillon fini du test λ-max est très près de son niveau théorique. Nos résultats 

montrent au surplus le peu de pertinence des corrections de Cheung et Lai (1993) et de 

Reinsel et Ahn (1992). En effet, par construction, les corrections seront de plus faible 

ampleur pour n'importe quel système ayant un plus petit nombre de paramètres, pour une 

taille d'échantillon donnée. Ils ne sont construits que pour palier au problème d'une faible 
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taille d'échantillon doublée d'un grand nombre de paramètres et non pour compenser pour 

une spécification inadéquate ou une violation de l'hypothèse de résidus distribués tels de 

bruits blancs gaussiens. Pour cette raison, ils ne seront pas discutés au cours des deux 

sections suivantes.  

 

Ces résultats corroborent ceux déjà obtenus par Boswijk et Franses (1992), à la différence 

que, en dépit de ce que montrent nos résultats, les auteurs affirment qu'il existe un 

nombre optimal de retards, possiblement supérieur au vrai k, qui maximise les propriétés 

de niveau. Cependant, on peut aisément affirmer que la sur-identification pose un 

problème moins pressant que la sous-identification. Boswijk et Franses avancent une 

hypothèse que nous pouvons retenir pour expliquer nos résultats. Essentiellement, les 

tests de ratio de vraisemblance pour la cointégration cherchent à vérifier la présence d'une 

corrélation significative entre les séries en différences et les séries en niveau (la 

composante à correction d'erreur). Si le nombre de retards est insuffisant, il restera 

vraisemblablement de l'autocorrélation dans les séries en différences, ce qui peut par 

ricochet provoquer une difficulté supplémentaire pour les tests de cointégration à 

conclure que la corrélation entre les deux composantes n'est pas significative. On ne 

devrait enfin pas automatiquement conclure qu'une solution de moindre mal serait de sur-

identifier notre système pour ne pas être victime de distorsions de niveau de l'ampleur 

dont nous venons de nous familiariser. Ho et Sorensen (1996), dans l'étude d'un cas 

précis, ont montré que les distorsions de niveau pouvaient être tout aussi importantes 

lorsque le système est sur-identifié que lorsqu'il est sous-identifié et Boswijk et Franses 

ont retenu notre attention sur la perte de puissance qui peut résulter de la sur-

identification. 

 

5.3 Présence d'hétérocédasticité conditionnelle 

Le modèle sur lequel s'appuie la technique de Johansen d'estimation et de tests pour la 

cointégration repose sur un certain nombre d'hypothèses, dont la plus problématique est 

peut-être celle spécifiant que les termes d'erreurs suivent des processus de bruits blancs 

gaussiens, de moyenne nulle et de variance constante. Cheung et Lai (1993) se sont 

penchés sur l'impact de la non-normalité des résidus en simulant des DGP selon diverses 
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valeurs quant à la moyenne, la variance, le skewness et le kurtosis. Cette section poursuit 

une démarche similaire en introduisant la présence de kurtosis excessif à l'intérieur de 

résidus hétérocédastiques.  

 

Le DGP que nous considérons est un processus bivarié Xt = (x1t, x2t)' ARCH multiplicatif 

d'ordre 1 de la forme :  

 
Xt =  Xt-1 + εt 

avec εt  = µt [α1+ α2 (εt-1)2]1/2 

 
(15) 

 
où εt = (ε1t, ε2t)', µt est un vecteur d'erreurs gaussiennes indépendantes (µ1t, µ2t)' distribué 

tel que µt ~ N(0,I) et α1 et α2 sont encore une fois deux vecteurs de coefficients α1 = (α11, 

α12)', α2 = (α21, α22)' posé de façon à ce que αi1 > 0 et 0 < αi2 < 1 pour i = 1, 2. Cette 

dernière contrainte assure le caractère stationnaire du processus décrivant l'évolution 

temporelle de la variance conditionnelle. La variance inconditionnelle d'un tel processus 

est constante et est donnée, pour i=1, 2, par E(εit)2 = αi1 / [1 - αi2]. Les propriétés 

hétérocédastiques reposent entièrement sur la variance conditionnelle de εit. Le DGP 

présenté à (15) permet en effet à cette dernière de varier avec le temps. Sa solution est 

donnée par : 

 
E(εit | εit-1 , εit-2 , ...) = αi1 + αi2(εit-1)2 (16) 

 
Nous effectuons deux expériences. À chaque fois, le modèle est toujours correctement 

spécifié avec k = 1, on pose arbitrairement α1 = (α11, α12)' = (0,2, 0,3)' et on varie T = (50, 

75, 100, 150, 200, 300, 400, 600). Par ailleurs, la première expérience pose α2 = (α11, α12)' 

= (0,3, 0,3)' tandis que la seconde pose α2 = (α11, α12)' = (0,5, 0,5)'. On peut en effet 

montrer que la valeur du coefficient α2 est directement associée au kurtosis excessif (KU) 

qu'affichera le processus (15) : 

 
KUi = [6αi2 / 1- 3αi2

2] 

pour i = 1, 2 

 
(17) 

 
On peut alors voir que le kurtosis excessif associé au DGP où les αi2 sont posés à 0,3 sera 
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égal à 0,74 et que le kurtosis excessif associé au DGP où les αi2 sont posés à 0,5 sera égal 

à 6. Le premier cas est assez près des propriétés d'une distribution normale alors que le 

deuxième cas s'en éloigne considérablement. 

 

Les résultats sont présentés dans les tableaux 5 et 6. Les deux tests de cointégration 

semblent robustes à la présence d'hétérocédasticité, et donc de kurtosis excessif, dans le 

terme d'erreurs. Les distorsions de niveau y sont importantes, mais n'apparaissent pas 

significativement différentes de celles affichées pour nos DGP à la section 5.1. La 

comparaison des DGP correspondants à des valeurs de kurtosis excessif de 0,74 et de 6 

n'indique que des différences minimes. Mêmes pour une taille d'échantillon très faible 

(T=50), les différence entre les deux cas ne dépassent pas trois points de pourcentage. 

Ces résultats confirment ceux de Cheung et Lai (1993) qui avaient montré qu'un kurtosis 

excessif d'une ampleur K=7 n'induisait qu'une très légère amplification des distorsions de 

niveau.  

 

 

VI  EXPÉRIENCE DE MONTE CARLO FONDÉE SUR UN 

MODÈLE EMPIRIQUE 
  

La méthodologie que nous employons dans cette section est similaire à celle adoptée par 

Godbout et van Norden (1997) et Ho et Sorensen (1996) décrite brièvement à la section 

IV. Pour fins d'illustration, supposons que nous estimions un modèle à correction d'erreur 

de dimension n et d'ordre k de la forme usuelle : 

 
∆Xt = µ + α1∆Xt-1 + α2 ∆Xt-2 + ... + αk-1 ∆Xt-(k-1) + ΠXt-k  + εt  (18) 

 
où, comme à l'habitude, Xt est un vecteur de variables (X1t, X2t, ..., Xnt)' de dimension n,  

εt est un vecteur de termes d'erreurs (ε1t, ε2t, ..., εnt)'  de dimension n et où α1, ..., αk-1 sont 

(k-1) matrices de coefficients (n x n). Comme on sait, la matrice Π renferme toutes les 

informations pertinentes sur la dynamique de long terme, incluant au premier chef le 

nombre de vecteurs de cointégration. Il va sans dire que si le processus (18) n'est pas 
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cointégré, l'expression ΠXt-k  contribue à sur-indentifier le système puisque la 

modélisation approprié est alors celle d'un VAR en différence première d'ordre (k-1). 

Supposons maintenant que l'estimation de (18) et l'exécution des tests de ratio de 

vraisemblance de Johansen nous amènent à conclure à la présence de r vecteurs de 

cointégration, où 0 < r < n. Dans ce contexte, il est d'intérêt de se demander quelle est la 

probabilité que cette conclusion soit associée aux distorsions de niveau. Pour répondre à 

cette question, nous utiliserons les paramètres estimés à (18) pour construire un DGP 

non-cointégré de la forme : 

 
∆Xt = µ + α*1∆Xt-1 + α*2∆Xt-2 + ... + α*k-1 ∆Xt-(k-1) + ε*t (19) 

 
où les différents α*i sont exactement les mêmes que ceux du modèle à correction d'erreur 

estimé à (18). Pour sa part, le terme d'erreurs ε*t peut prendre deux formes différentes. 

Une première façon de faire est celle proposée par Godbout et van Norden (1997) qui 

consiste à simuler ε*t selon une distribution normale multivariée de moyenne nulle et 

dont la matrice des covariances est la même que celle estimée en (18). On aura donc ε*t ~ 

N(0,Σ*). Cette façon de faire présente l'avantage de spécifier le terme d'erreurs de sorte à 

ce qu'il respecte les hypothèses de base de la procédure de Johansen, mais fait courir le 

risque que la séquence d'erreurs ainsi simulée soit assez loin de la réalité empirique. 

Ainsi, une façon alternative utilisée par Ho et Sorensen est le recours à la méthodologie 

du bootstrapping. Cette méthodologie implique deux étapes. Il s'agit d'abord d'estimer 

(18) et de sauvegarder les séries des résidus e*t = (e*1t, e*2t, ...,e*nt )'. Ensuite, on construit 

n nouvelles séquences ε*it où chaque élément est tiré au hasard (avec remise) parmi les 

éléments de e*it. Cette technique permet surtout de s'affranchir de l'hypothèse de 

normalité en utilisant les vrais résidus obtenus lors de l'estimation du modèle à correction 

d'erreur. Cet avantage apparent constitue cependant aussi une faiblesse. Plusieurs des 

propriétés indésirables de e*t seront retenues dans ε*t et il sera à ce moment difficile de 

savoir si les distorsions de niveau trouvées sont le résultat d'une mauvaise spécification 

de (18). À l'opposé, si l'objectif est de revisiter des travaux empiriques déjà publiés en 

spécifiant un modèle à correction d'erreur similaire, alors il est sage de laisser au terme 

d'erreurs ses propriétés initiales. Notons finalement que toutes les propriétés initiales de 

e*t ne seront pas retenues. Par exemple, si le processus est autocorrélé, cette propriété 
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disparaîtra vraisemblablement avec ε*t. Puisque les deux techniques pour générer le 

terme d'erreurs sont valables et utiles à leur manière, les résultats selon les deux façons de 

faire sont présentés autant que possible. 

 

De façon générale, l'intuition derrière cette méthodologie est la suivante. Si la procédure 

de Johansen amène à conclure à la présence de cointégration, mais que l'on arrive à une 

conclusion similaire en utilisant la même procédure pour un DGP le plus proche possible 

du «vrai» DGP, pour lequel le nombre de vecteurs de cointégration est posé à zéro, nous 

aurions matière à penser que la présence de cointégration au premier chef est 

possiblement fallacieuse. Sous réserve que le vrai DGP est donnée par (19), si la 

fréquence de rejet de l'hypothèse nulle (vraie) r=0 est de a* et que le niveau théorique du 

test est de a, alors la probabilité que la présence de cointégration en (18) soit fallacieuse 

(dûe aux distorsions de niveau) peut être raisonnablement approximé par (a*- a). 

 

On considère ici un modèle de cointégration entre les taux de change au comptant 

exprimés en dollars canadiens pour sept pays industrialisés. La présence ou non de 

cointégration au sein d'un système de taux de change n'est pas banale et fait l'objet d'une 

intéressante controverse. Si un système de taux de change est cointégré, il s'ensuit qu'au 

moins une partie des mouvements futurs des taux de change peuvent être prédits à partir 

des mouvements passés. À l'inverse, il est souvent admis que ceux-ci sont bien 

approximés par des processus de marches aléatoires indépendantes de sorte que toute 

information sur les changements passés ne sont à toutes fins pratiques d'aucune utilité. La 

présence de cointégration constituerait de plus une brèche à l'hypothèse de faible 

efficience des marchés14. Cette question a nottament été étudié par Baillie et Bollerslev 

(1989, 1994), Diebold, Gardeazabal et Yilmaz (1994) et Sephton et Larson (1991). 

Baillie et Bollerslev (1989) ont d�abord conclut, en utilisant la procédure de Johansen 

(1988) en la présence d�un vecteur de cointégration (six tendances stochastiques 

communes) au sein d�un système composé de sept séries quotidiennes de taux de change 

pour une période s�étalant du 1er mars 1980 au 28 janvier 1985. Diebold, Gardeazabal et 

Yilmaz (1994) ont ensuite montré, à l�aide du même ensemble de données, que 

                                                
14 Voir Fama (1970) pour une discussion approfondie des différentes hypothèses d'efficience des marchés. 
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l�utilisation de la procédure de Johansen (1991), permettant l�inclusion d�une ordonnée à 

l�origine non contrainte, faisait disparaître toute trace de cointégration. Sephton et Larson 

(1991) ont pour leur part montré que la présence de cointégration était hautement sensible 

au choix de la période couverte et que celle-ci disparaissait lorsqu'un horizon temporel 

plus vaste était utilisé. Baillie et Bollerslev (1994) ont répliqué en examinant la 

possibilité que les sept séries de taux de change soient caractérisées par un processus de 

cointégration fractionnaire.  

 

De tout évidence, les résultats pour l'estimation d'un tel système sont controversés et la 

présence de cointégration y est à tout le moins fragile. Nous utilisons dans cette section 

les taux de change pour les mêmes pays que ceux employés dans les études mentionnés 

ci-haut. Il s'agit du dollar américain, du franc français, du mark allemand, de la lire 

italienne, du yen japonais, du franc suisse, et de la livre sterling du Royaume-Uni15. 

Toutes les données sont mensuelles, s'étendent de janvier 1970 à décembre 200116 et sont 

exprimées sous forme de logarithme népérien. Le nombre d'observations est ainsi de 

T=384. Le choix d'une fréquence mensuelle plutôt que quotidienne s'appuie sur le 

soupçon qui pèse sur plusieurs séries financières quotidiennes quant à la présence 

d'hétérocédasticité conditionnelle.  

 

Dans une première étape, la présence d�une racine unitaire pour chacune des séries à 

l�étude est établie à l�aide d�un test de Dickey-Fuller augmenté. Le nombre de retards est 

pour sa part établi à k=2 puisque telle est la conclusion à laquelle arrive les critères 

d�information AIC et SBC. Le tableau 7 présente les résultats pour les tests de 

cointégration Ho:r=0 et Ho:r=1 selon les différentes hypothèses déterministes. On 

constate d'entrée de jeu la fragilité de l'évidence de cointégration trouvée par Baillie et 

                                                
15 Dans les travaux mentionnés dans cette section, les séries sont exprimées en dollars américains, tandis 
que les nôtres sont exprimés en dollars canadiens. Ceci pourrait avoir un impact sur les coefficients estimés, 
notamment l'ordonnée à l'origine, mais certainement pas sur les propriétés de cointégration qui nous 
intéressent ici. 
16 Les données proviennent du système CANSIM II de Statistique Canada. Le numéro de tableau est le 176-
0064 et les numéros de séries sont (dans l'ordre où ils sont indiquées dans le texte) V37426, V37453, 
V37454, V37455, V37456, V37429 et V37430. 
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Bollerslev (1989). Basée sur la méthode de Pantula (1989)17, nous arrivons à la 

conclusion que le système n'est pas cointégré et qu'il renferme autant de tendances 

stochastiques communes que de variables. L'hypothèse d'absence de cointégration ne peut 

en effet être rejetée pour les modèles 2* et 2 pour le test λ-trace et pour les modèles 1*, 

2* et 2 pour le test λ-max. Il s'ensuit naturellement que l'hypothèse d'au plus un vecteur 

de cointégration n'est rejeté pour aucun modèle, peu importe le niveau utilisé.  

 

Nos résultats sont cohérents avec ceux de Baillie et Bollerslev (1989) pour le cas 0. Ils 

diffèrent légèrement de ceux de Diebold, Gardeazabal et Yilmaz (1994), en ce qui a trait 

au test λ-trace, qui ne peuvent rejeter l'hypothèse nulle d'absence de cointégration pour le 

cas 1. Le test λ-max arrive à la même conclusion que les auteurs.  

 

Il est intéressant à ce stade de revisiter les résultats précédents à la lumière des facteurs de 

correction de Reinsel et Ahn (1992) et de Cheung et Lai (1993). Le tableau 8 présente les 

résultats. Les différences avec les tests et les valeurs critiques usuelles sont marginales. 

Pour le test λ-trace, les conclusions sont tout à fait similaires. La seule différence notable 

est associée au test λ-max. L'hypothèse d'absence de cointégration est maintenant rejetée 

au niveau de 10 % pour le cas 1* en utilisant les valeurs critiques corrigées de Cheung et 

Lai (1993).  

 

Comme l'objectif de l'exercice est de construire un DGP qui soit à la fois proche du 

«vrai» DGP mais qui puisse examiner la présence possible de cointégration fallacieuse, 

nous considérons les trois modèles pour lesquels une conclusion quant à la présence d'un 

vecteur de cointégration est rendue à un moment ou un autre, c'est à dire les cas 0, 1* et 

1. Nous pensons raisonnable d'exclure le cas 0 parce qu'il paraît peu réaliste et parce qu'il 

a déjà été examiné par Godbout et van Norden. Johansen et Juselius (1990) proposent la 

formation d'une statistique pour tester la restriction 1* dans 1. Celle-ci s'exprime de la 

façon suivante : 
                                                
17 Cette façon de faire consiste à, sous l�hypothèse nulle r=0, ordonner les cinq modèles possibles, du plus 
contraint (cas 0) au moins contraint (cas 2). On rejette alors l�hypothèse nulle r=0 seulement si telle est la 
conclusion à laquelle arrivent les cinq modèles. On procède ensuite à l�hypothèse nulle r=1 de la même 
façon et ainsi de suite. La première fois que l�on rencontre un modèle (structure déterministe) ne pouvant 
rejeter l�hypothèse nulle r=r*, on choisit ce modèle et on conclut à r* vecteurs de cointégration. 
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 [ln(1- λ*i) - ln(1- λi)] 

 
(20) 

 
où T est le nombre d'observations, r est le nombre de vecteurs de cointégration sous la 

forme non-contrainte du modèle (dans ce cas-ci r=1) et où λ*i et λi sont les racines 

caractéristiques de la matrice Π pour les modèles contraint et non-contraint 

respectivement. Asymptotiquement, cette statistique a une distribution chi-carré avec (n-

r) degrés de libertés. Notre valeur pour (20) est de 15,61 et est supérieure à la valeur 

critique à six degrés de libertés à un niveau de 5 %. Nous pouvons donc rejeter 

l'hypothèse nulle selon laquelle la restriction n'est pas contraignante et optons pour le 

modèle 1.  

 

Le DGP que nous construisons est donc de la forme donnée à (19), avec la constante, µ, 

apparaissant de façon non-contrainte et k=2. La taille de l'échantillon est exactement la 

même dans le DGP que dans le modèle estimé, à savoir T=384. Les résultats pour le DGP 

construit de sorte à ce que le terme d'erreurs suive une loi normale multivariée N(0,Σ*) 

sont donnés dans le tableau 9 alors que les résultats pour le DGP construit selon la 

procédure du bootstrapping sont donnés dans le tableau 10. 

 

Les tests de ratio de vraisemblance, particulièrement le λ-trace, apparaissent manquer 

totalement de robustesse dans le contexte de notre modèle. À un niveau de 10 % et une 

simulation selon une distribution normale multivariée, l'hypothèse nulle (vraie) d'absence 

de cointégration est rejetée à 84,3 % des reprises pour le test λ-trace et à 48,8 % des 

reprises pour le test λ-max. Conformément donc à ce que nous avons pu constater à la 

section précédente, le biais en faveur d'un rejet trop fréquent de l'hypothèse nulle vraie est 

positif et de grande ampleur. Encore une fois, le test λ-max performe mieux que le test λ-

trace. Les facteurs de corrections ne sont du reste toujours que d'une utilité marginale. 

Les résultats pour la simulation selon la méthode du bootstrapping sont similaires.  

 

On peut à ce stade-ci examiner si ces distorsions de niveau sont dûes au choix du nombre 

de retards (k=2) ou à la taille de l'échantillon. Le tableau 11 montrent les résultats selon la 
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méthodologie du bootstrapping pour le même DGP, mais pour lequel nous faisons varier 

le nombre de retards dans le modèle à correction d'erreur de sorte qu'on ait k = (1, 3, 4, 5, 

6). Il semble dans notre cas que l'ajout d'un paramètre de retard améliore de façon 

draconienne les propriétés de niveau des deux tests de cointégration. À k=3, la fréquence 

de rejet se rapproche de son niveau théorique puis, à mesure que k augmente, les 

distorsions de niveau se remettent à augmenter (sans toutefois redevenir aussi importantes 

qu'à k = 2). Il s'agit ici d'une intéressante illustration de la trouvaille de Boswijk et 

Franses (1992) à savoir qu'il existe un nombre de retards optimal, possiblement supérieur 

à celui du vrai DGP, qui assure les meilleures propriétés de niveau. C'est donc dire que, 

dans notre contexte précis, l'ajout d'un retard aurait empêché en bonne partie la présence 

de cointégration fallacieuse. 

 

La figure 3 illustre l'évolution du rapport de la valeur critique d'échantillon à la valeur 

critique asymptotique γi = [VCi / VC∞] pour des valeurs de T = (30, 50, 70, 90, 110, 130, 

150, 170, 190, 210, 230, 250, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1 000). Elle permet de 

voir dans quelle mesure les distorsions de niveau identifiées jusqu'à maintenant finissent 

par converger à mesure que l'échantillon devient grand. L'examen de la figure montre la 

nette supériorité du test λ-max par rapport au test λ-trace, même si des distorsions de 

niveau sont persistantes dans les deux cas. La convergence du test λ-trace est 

outrageusement lente. À 1 000 observations, la valeur critique d'échantillon est encore 

40 % supérieure à la valeur critique asymptotique. En réalité, le fait de tripler la taille de 

notre échantillon n'aurait conduit qu'à une amélioration négligeable des propriétés de 

niveau du test λ-trace.  

 

 

VII  CONCLUSION 
 

Les résultats de nos diverses expériences de Monte Carlo nous permettent de confirmer 

plusieurs avancées des auteurs présentées en revue de littérature. Les importantes 

distorsions de niveau dont peuvent souffrir les deux tests de ratio de vraisemblance pour 

la cointégration ont été démontrées, même s'il a semblé que le test λ-max était plus 
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robuste que le test λ-trace. Par contre, contrairement aux hypothèses de Reinsel et Ahn 

(1992), de Cheung et Lai (1993) et aux résultats de Reimers (1992), il apparaît que les 

distorsions de niveau ne soit pas une fonction monotone de facteurs tels le nombre 

d'observations, le nombre de retards employés dans la représentation à correction d'erreur 

ou le nombre de variables. On peut donc questionner à bon droit l'utilisation des facteurs 

de corrections basés simplement sur le nombre de degrés de libertés. Surtout, il apparaît 

que la sous-identification du système est à même de causer de très graves distorsions de 

niveau à un point tel où, pour certaines de nos expériences, les tests λ-trace et λ-max s'en 

sont trouvés pratiquement incapables de ne pas rejeter une hypothèse nulle pourtant vraie. 

La sur-identification du système est à première vue moins problématique quoique, 

comme l'a démontré Boswijk et Franses (1992), celle-ci peut en contrepartie engendrer 

une perte de puissance.  

 

Outres les causes examinées aux deux derniers chapitres, la littérature porte à penser que 

d'autres facteurs sont en mesure de nuire à la robustesse des deux tests de ratio de 

vraisemblance. En effet, Reimers (1992) et Toda (1995) ont montré que ceux-ci 

pouvaient être considérablement affectés par la présence d'une racine caractéristique qui 

se situe près de la frontière où les propriétés de cointégration changent. La procédure aura 

à ce moment tendance à sur-estimer le nombre de vecteurs de cointégration si la racine 

caractéristique de la partie stationnaire se situe près, mais sous, l'unité. Johansen (2002) 

argumente pour sa part à l'effet que la distribution des tests n'est pas uniforme sur les 

paramètres constituant le modèle à correction d'erreur. Enfin, Harris et Judge (1998) ont 

montrés que l'utilisation des valeurs critiques bootstrap plutôt que des valeurs critiques 

asymptotiques n'induisait pas un gain d'efficience. À l'opposé, la présence d'innovations 

non-normales ou hétérocédastiques paraissent ne pas affecter outre mesure la robustesse 

des tests.  

 

La revue de la littérature de même que nos propres expériences montrent en fait à quel 

point les résultats peuvent varier d'une DGP à l'autre. Il faut donc bien se garder de tirer 

une conclusion mur-à-mur sur le comportement des tests de ratio de vraisemblance. En 

principe, il est toujours possible de construire un DGP qui tire une conclusion et d'en 
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construire un autre qui la contredit. L'utilisation de DGP fondées sur des modèles 

empiriques réels vise à répondre partiellement à cette critique. Une méthodologie 

intéressante y a été illustrée ou la possibilité de cointégration fallacieuse en économétrie y 

est vérifiée, bien qu'imparfaitement. L'application d'études de Monte Carlo lors de 

travaux empiriques peut être quelque peu fastidieuse, surtout si l'analyse de cointégration 

ne constitue qu'une partie de l'analyse que mène l'économiste. Toutefois, les quelques cas 

limites que nous avons rencontrés montrent l'importance de la plus grande prudence lors 

de l'utilisation des tests de ratio de vraisemblance. À tout le moins, un chercheur devrait 

investiguer davantage la nature de sa relation de cointégration s'il s'avère que les tests λ-

trace et λ-max affichent des résultats contradictoires ou simplement si le choix d'une 

structure déterministe les influence. L'application de la méthodologie de Pantula (1989) 

constitue à ce titre un bon exemple de conservatisme. Surtout, l'économétricien devrait 

systématiquement vérifier la robustesse de ses résultats selon les différents choix quant au 

nombre de retards. Malheureusement, ce choix est quelque fois considéré accessoirement 

dans l'analyse de cointégration et s'établit souvent uniquement en fonction des critères 

d'informations. Ces derniers, particulièrement le critère AIC, sont souvent peu habiles à 

juger de la spécification qui assure les meilleures propriétés de niveau et de puissance.  

 

Enfin, l'économiste pourrait être tenté de simplement augmenter la fréquence ou l'étendue 

de ses observations afin d'avoir à sa disposition une plus grande quantité d'information. Il 

a cependant été démontré que la convergence des tests de ratio de vraisemblance vers des 

propriétés de niveau acceptables pouvait être très lente. On risque alors de se retrouver 

avec une amélioration marginale des distorsions de niveau au prix d'une perte de 

pertinence quant à la question investiguée (augmentation de l'étendue) ou de 

l'introduction probable d'hétérocédasticité conditionnelle (augmentation de la fréquence). 

À ce titre, on a vu ces dernières années l'émergence d'une nouvelle littérature visant à 

modéliser et à tester la présence de cointégration pour des données en panel [Levin et Lin 

(1993), Pedroni (1999)]. Un des principaux objectifs relatifs à l'utilisation de ces 

techniques est de répondre aux problèmes de puissance et de niveau des tests de racines 

unitaires et de cointégration en séries chronologiques [Banerjee (1999)]. À la lumière de 

nos résultats, il est loin d'être clair qu'une telle façon de faire - bien que répondant à 
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d'autres objectifs fort louables - permettent une amélioration sensée de la robustesse de 

l'inférence de cointégration. Une avenue de recherche intéressante serait de documenter 

par une étude de Monte Carlo l'effet sur le phénomène de cointégration fallacieuse de 

l'ajout de membres à un panel.  

 

Une étude plus approfondie des pistes fournies par Johansen (2002) serait par ailleurs 

instructive. L'application du facteur de correction de Barlett suppose l'estimation de 

l'espérance en échantillon fini du test de ratio de vraisemblance en fonction des 

paramètres de nuisance du modèle à correction d'erreur. Une telle estimation est 

évidemment difficile et l'efficacité du facteur de correction dépend directement de 

l'efficacité de l'estimation. Parce que ce facteur de correction a souvent donné de bons 

résultats dans d'autres applications (van der Vaart (1998)), il serait intéressant d'analyser 

avec plus de détails les opportunités qu'il présente pour les tests de cointégration.  
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Tableau 1 
Résultats des simulations pour n=2 et k=1 

T Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung et 

Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai)

50 r=0 20,95 17,35 17,60 15,00 13,25

 r=1 24,95 23,40 23,60 24,95 23,60
75 r=0 21,00 19,05 19,15 14,90 13,50

 r=1 27,35 26,10 26,15 27,35 26,25

100 r=0 22,95 21,60 21,65 15,60 14,45

 r=1 26,00 25,15 25,20 26,00 25,20

150 r=0 19,90 19,40 19,40 14,25 13,75

 r=1 25,95 25,20 25,20 25,95 25,20

200 r=0 20,00 19,60 19,60 13,75 13,75

 r=1 25,55 24,90 24,90 25,55 24,90
300 r=0 19,60 19,20 19,15 13,65 13,35

 r=1 26,70 26,40 26,40 26,70 26,40

400 r=0 20,80 20,40 20,25 13,65 13,60

 r=1 27,70 27,65 27,65 27,70 27,65

600 r=0 21,40 20,95 20,90 14,75 14,75

 r=1 25,70 25,55 25,55 25,70 25,55

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un niveau 
de 10 %. 
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Tableau 2 
Résultats des simulations pour n=2 et k=5 

T Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung 

et Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai) 

50 r=0 23,00 9,20 10,35 16,00 6,10 
 r=1 26,65 18,15 18,95 26,65 18,95 

75 r=0 23,90 13,35 14,65 17,15 10,40 

 r=1 28,75 21,90 22,55 28,75 22,45 

100 r=0 23,75 16,70 17,10 17,05 11,05 

 r=1 28,15 23,25 23,60 28,15 23,60 

150 r=0 23,75 19,75 19,90 16,50 13,40 

 r=1 28,55 25,70 25,95 28,55 25,95 

200 r=0 22,30 17,65 17,80 14,60 12,15 
 r=1 28,00 26,00 26,15 28,00 26,15 

300 r=0 20,90 18,65 18,95 14,55 13,05 

 r=1 27,45 25,95 25,95 27,45 26,00 

400 r=0 19,75 17,80 17,85 14,00 12,70 

 r=1 27,40 26,50 26,50 27,40 26,55 

600 r=0 20,35 19,30 19,45 12,95 12,35 

 r=1 27,55 27,00 27,05 27,55 27,10 

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Tableau 3 
Résultats des simulations pour n=5 et k=1 

T Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung et 

Lai)

λ-max λ-max (Cheung 

et Lai)

50 r=0 23,75 9,10 10,15 16,35 8,90

 r=1 4,90 0,85 1,05 2,05 0,50
75 r=0 19,75 11,05 11,65 14,05 9,75

 r=1 4,15 1,40 1,40 1,40 0,45

100 r=0 19,35 12,45 13,05 13,85 8,70

 r=1 3,95 2,15 2,25 1,25 0,55

150 r=0 16,80 12,05 12,30 12,45 9,80

 r=1 2,85 2,00 2,00 1,20 1,00

200 r=0 16,75 13,30 13,40 12,95 10,95
 r=1 2,95 2,20 2,30 1,30 0,85

300 r=0 15,25 12,40 12,50 11,40 10,45

 r=1 2,05 1,75 1,75 0,90 0,85

400 r=0 15,30 13,80 13,80 11,50 10,90

 r=1 2,45 2,10 2,10 1,10 1,05

600 r=0 16,65 15,45 15,40 12,35 11,60

 r=1 2,60 2,35 2,35 1,10 0,95

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Figure 1 :
Rapport de la valeur critique d'échantillon à la valeur critique asymptotique 
selon différentes valeurs de T, n et k (λ-Trace) 
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Figure 2 :
Rapport de la valeur critique d'échantillon à la valeur critique asymptotique 
selon différentes valeurs de T, n et k (λ-Max) 
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Tableau 4 
Problématique de mauvaise spécification 

k Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung 

et Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai)

1 r=0 98,55 98,30 98,30 95,75 95,35

 r=1 83,15 80,95 81,05 69,80 53,70

2 r=0 52,50 43,70 44,65 40,75 33,90
 r=1 18,70 14,40 14,80 11,55 8,45

3 r=0 18,70 11,20 11,85 13,20 8,40

 r=1 5,55 2,90 2,90 2,35 1,00

4 r=0 19,10 8,65 9,40 14,80 8,00

 r=1 4,75 1,60 1,85 2,35 0,95

5 r=0 26,55 11,05 12,45 20,85 9,55

 r=1 8,35 2,80 2,85 3,90 1,30

6 r=0 31,90 11,35 12,90 24,35 10,50
 r=1 9,05 2,65 3,10 4,95 0,75

7 r=0 36,10 11,60 13,40 26,75 10,20

 r=1 11,80 3,10 3,60 6,25 1,40

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Tableau 5 
Processus ARCH (KU = 0,74) 

T Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung 

et Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai)

50 r=0 24,60 21,80 22,15 17,30 15,80

 r=1 27,15 25,25 25,50 27,15 25,50

75 r=0 26,65 24,60 24,65 19,65 18,50

 r=1 27,75 26,60 26,75 27,75 26,80

100 r=0 23,55 21,90 21,95 17,00 16,10
 r=1 28,05 27,00 27,05 28,05 27,05

150 r=0 21,75 20,80 20,90 14,95 14,35

 r=1 26,95 26,50 26,50 26,95 26,50

200 r=0 20,30 19,60 19,60 14,15 13,90

 r=1 26,60 26,35 26,35 26,60 26,35

300 r=0 22,80 22,60 22,55 17,50 17,15

 r=1 26,35 26,10 26,10 26,35 26,10

400 r=0 21,50 20,90 20,85 14,50 14,30
 r=1 27,80 27,55 27,50 27,80 27,55

600 r=0 20,50 20,15 20,10 14,30 14,25

 r=1 26,65 26,55 26,50 26,65 26,55

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Tableau 6 
Processus ARCH (KU = 6) 

T Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung 

et Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai)

50 r=0 26,30 23,75 24,00 20,25 17,75

 r=1 27,25 25,30 25,40 27,25 25,40

75 r=0 27,60 25,40 25,45 21,00 19,70

 r=1 27,65 26,55 26,60 27,65 26,65

100 r=0 24,55 23,20 23,25 18,65 17,35
 r=1 26,65 25,70 25,80 26,65 25,80

150 r=0 22,45 21,75 21,75 16,25 15,70

 r=1 26,90 26,20 26,20 26,90 26,20

200 r=0 22,95 22,00 22,00 15,65 15,25

 r=1 26,95 26,25 26,25 26,95 26,25

300 r=0 22,70 20,80 20,80 15,55 14,55

 r=1 27,30 26,65 26,65 27,30 26,65

400 r=0 22,25 22,10 22,10 15,85 15,80
 r=1 26,15 25,90 25,85 26,15 25,90

600 r=0 21,05 20,75 20,70 14,05 13,90

 r=1 27,35 26,90 26,90 27,35 26,90

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Tableau 7 
Résultats des tests de cointégration pour les sept taux de change au comptant 

Trace 

Ho:r=0 ; H1:r>0 

Max 

Ho:r=o ; H1:r=1 

Cas 

Osterwald-

Lenum 

(1992) 

λ-trace Valeur 

critique 

10 % 

Valeur 

critique 

5 %

Valeur 

critique 

1 %

λ-

max

Valeur 

critique 

10 %

Valeur 

critique 

5 % 

Valeur 

critique 

1 %

0 109,74 104,77 109,99 119,80 43,24 38,98 41,51 47,15

1* 139,99 126,58 131,70 143,09 43,28 43,25 46,45 51,91

1 122,00 118,50 124,24 133,57 41,68 52,32 45,28 51,57

2* 135,05 141,01 146,76 158,49 42,92 46,32 49,42 54,71
2 126,32 130,84 136,61 146,99 42,62 45,49 48,45 54,48

 

Trace 

Ho:r<=1 ; H1:r>1 

Max 

Ho:r=1 ; H1:r=2 

Cas 

Osterwald-

Lenum 

(1992) 

λ-trace Valeur 

critique 

10 % 

Valeur 

critique 

5 %

Valeur 

critique 

1 %

λ-

max

Valeur 

critique 

10 %

Valeur 

critique 

5 % 

Valeur 

critique 

1 %

0 66,50 78,36 82,49 90,45 32,59 33,62 36,36 41,00
1* 96,71 97,18 102,14 111,01 36,51 37,45 40,30 46,82

1 81,10 89,48 94,15 103,18 32,48 36,76 39,37 45,10

2* 92,12 110,42 114,90 124,75 34,13 40,91 43,97 49,51

2 83,70 100,14 104,94 114,36 33,68 39,50 42,48 48,17
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Tableau 8 
Résultats des tests de cointégration pour les sept taux de change au comptant 
(suite) 
   Valeurs critiques 

 λ-trace λ-trace 
(Reinsel 
et Ahn)

5% 5% 
(Cheung 

et Lai)

10 % 10 %

(Cheung et 

Lai)

0 109,74 107,74 109,99 111,88 104,77 106,63

1* 139,99 137,43 131,70 133,96 126,58 128,83

1 122,00 120,53 124,24 126,37 118,50 120,61

2* 135,05 132,57 146,76 149,28 141,01 143,52

2 126,32 124,01 136,61 138,95 130,84 133,16
  Valeurs critiques 
 λ-max 5% 5% 

(Cheung 
et Lai)

10 % 10%

(Cheung et 

Lai)

0 43,24 41,51 42,19 38,98 39,59

1* 43,28 46,45 47,21 43,25 43,92

1 41,68 45,28 46,02 42,32 42,98

2* 42,92 49,42 50,23 46,32 47,04
2 42,62 48,45 49,24 45,49 46,20
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Tableau 9 
Simulation selon une loi normale (r=0), Système de sept taux de change au 
comptant 

 Ho:r=0 Ho:r=1 
 10 % 5 % 10 % 5 %

λ-trace 84,25 72,30 52,65 36,10
λ-trace (Reisel 

et Ahn) 
75,25 60,00 39,65 26,10

λ-trace (Cheung 
et Lai) 

76,10 60,65 40,35 26,85

λ-max 48,75 34,15 8,70 3,90
λ-max (Cheung 

et Lai) 
41,00 28,10 5,95 2,35

Valeur critique 
en échantillon 

fini - Trace 

154,47
(118,50)

160,45
(124,24)

s/o s/o

Valeur critique 
en échantillon 

fini - Max 

53,16
(42,32)

56,70
(45,28)

s/o s/o

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
Les valeurs critiques en échantillon fini correspondent au 90ième et 95ième 
percentile par rapport aux résultats des tests avec les données simulées. Entre 
parenthèses, on trouve la valeur critique asymptotique. 
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Tableau 10 
Simulation selon la méthode du bootstrapping (r=0), Système de sept taux de 
change au comptant 

 Ho:r=0 Ho:r=1 
 10 % 5 % 10 % 5 %

λ-trace 86,55 75,05 56,35 39,80
λ-trace (Reisel 

et Ahn) 
78,00 62,40 43,15 27,05

λ-trace (Cheung 
et Lai) 

78,85 63,60 45,05 28,00

λ-max 48,40 35,10 9,15 3,90
λ-max (Cheung 

et Lai) 
41,80 28,35 5,90 2,50

Valeur critique 
en échantillon 

fini - Trace 

154,53
(118,50)

161,19
(124,24)

s/o s/o

Valeur critique 
en échantillon 

fini - Max 

52,82
(42,32)

56,57
(45,28)

s/o s/o

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
Les valeurs critiques en échantillon fini correspondent au 90ième et 95ième 
percentile par rapport aux résultats des tests avec les données simulées. Entre 
parenthèses, on trouve la valeur critique asymptotique. 
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Tableau 11 
Spécification de k -  Simulation selon la méthode du bootstrapping (r=0), Système 
de sept taux de change au comptant 

k Ho: λ-trace λ-trace 

(Reisel et 

Ahn)

λ-trace 

(Cheung 

et Lai)

λ-max λ-max 

(Cheung et 

Lai)

1 r=0 65,25 60,80 60,95 68,50 65,70

 r=1 22,65 19,55 19,60 20,30 18,25

3 r=0 27,20 15,10 16,20 19,80 12,95

 r=1 6,25 1,90 2,10 1,80 0,75

4 r=0 35,55 14,45 16,05 26,05 16,10
 r=1 8,10 2,30 2,65 3,35 0,80

5 r=0 41,20 14,50 16,80 29,05 15,00

 r=1 10,35 1,45 2,15 2,60 0,70

6 r=0 47,65 15,30 17,75 32,25 16,15

 r=1 14,90 2,45 2,75 5,10 1,35

Les valeurs indiquent la fréquence de rejet en % de l'hypothèse nulle d'intérêt à un 
niveau de 10 %. 
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Figure 3 : 
Rapport de la valeur critique d'échantillon à la valeur critique asymptotique selon 
différentes valeurs de T (λ-trace et λ-Max) 
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&RL&RLQQWHJUDWHJUDWWLRQLRQ

����� 0$.',66,� 3DXO HW &\ULO 7e-e'2� 3UR3UREEOqPHVOqPHV GG·DSS·DSSDDULHPHULHPHQQW HW HWW SROSROLLWLWLTTXH GHXH GH O·HO·HPPSORLSORL

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� &RQ&RQVVXXPPSWLRSWLRQQ ''RRPLQPLQDDQFHQFH &&XUYHXUYHVV� 7H� 7HVVWLQWLQJJ IRU WKH ,PIRU WKH ,PSSDFW RDFW RII
7D[ 5HIR7D[ 5HIRUUPV RPV RQQ 3RYHUW\�3RYHUW\�

����� )257,1� 0DULR HW $QGUp /(&/(5&� 'HPR'HPRJJUDSKLUDSKLFF &&KKDQJHVDQJHV DDQG 5HDQG 5HDOO +RX+RXVVLQJ 3LQJ 3UULFHV LLFHV LQQ &&DDQDGD�QDGD�

����� +$1(/� 3HWU HW 6RILHQH =25*$7,� 7HFKQRORJ\ 6S7HFKQRORJ\ 6SLLOORYHUOORYHUVV DQDQGG 77UUDGH� (PDGH� (PSSLULFLULFDDOO ((YLGHQFH IRUYLGHQFH IRU WWKH *�KH *�
,QGX,QGXVVWUWULLDO &RDO &RXXQWQWUULHV�LHV�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� 00LJULJUDDWLRWLRQQ� SRYH� SRYHUUW\� DW\� DQQG KG KRRXVLQXVLQJJ� ZH� ZHOOIDUH FRPSIDUH FRPSDDULVRQULVRQVV XXVVLQJLQJ
VHTXHQWLVHTXHQWLDDOO VVWRFKDVWLF GRPWRFKDVWLF GRPLLQDQFHQDQFH� $YULO ����� �� S�

����� +81* 1JX\HQ 0DQK HW 3DXO 0$.',66,� ,Q,QIIDQDQWWLOH PRUWLOH PRUWDDOLW\ DQG IHUWOLW\ DQG IHUWLLOOLLW\ GHFLVLRQW\ GHFLVLRQVV LLQQ DD VVWRFKDVWLFWRFKDVWLF
HQYLURHQYLURQQPHQWPHQW� 0DUV ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� ))XHXHOO SRYHUW\SRYHUW\ DDQG DFFHVV WRQG DFFHVV WR HHOHFWULFOHFWULFLLW\� FRPW\� FRPSSDULDULQQJ KJ KRRXVHKROGVXVHKROGV
ZKHQ WKH\ GZKHQ WKH\ GLLIIHU LQ QHHGVIIHU LQ QHHGV� -XLQ ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW <YHV *52/($8� 44XH SRXH SRXXYRQV�QRXV DSSUHQGUH GHVYRQV�QRXV DSSUHQGUH GHV SURSURIILOV GHLOV GH SSDDXYUHWpXYUHWp
FDQDGLHQVFDQDGLHQV "" -XLOOHW ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� 0HD0HDVVXUXULLQJ SQJ SRRYHUW\ UHYHUW\ UHGGXFWLRXFWLRQQ DQG WDUJHDQG WDUJHWWLQLQJJ SHUIRSHUIRUUPDQFHPDQFH
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����� 7e-e'2� &\ULO HW 0LFKHO 758&+21� 6HU6HULLDO FRVDO FRVWW VKDVKDUULQJ LQLQJ LQ PPXOXOWWLGLGLLPHQVLRPHQVLRQQDO FRDO FRQQWH[WVWH[WV� 6HSWHPEUH

����� �� S�

����� 7e-e'2� &\ULO� 66WUDWHWUDWHJJLF DQLF DQDDO\VLV RO\VLV RII WKWKHH VHULDVHULDOO FRVW VKFRVW VKDDULULQQJJ UUXOH ZXOH ZLLWK VWK V\\PPHWPPHWUULF FRVWLF FRVW IXQIXQFFWLRQ�WLRQ�
)pYULHU

����� �� S�

����� +$1(/� 3HWU� &&XUUHQXUUHQWW LLQQWHOOHFWHOOHFWWXDXDOO SURWHFSURWHFWWLRQ SUDLRQ SUDFFWLFHV E\WLFHV E\ PDQPDQXXIDFIDFWWXUXULLQJQJ IILLUUPVPV LLQ &DQDGDQ &DQDGD
� 6HSWHPEUH

����� �� S�
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����� 0$.',66,� 3DXO� /D GpFURLVV/D GpFURLVVDDQFH GpPRJUDQFH GpPRJUDSSKLKLTTXHXH � 3R� 3RXXUUTTXRL SDVXRL SDV""� )pYULHU ����� �� S�
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����� +$1(/� 3HWU HW 6QH]DQD 98&,&� /·LPSDF/·LPSDFWW pFRQRPpFRQRPLLTXH GHVTXH GHV DDFWLFWLYYLWpV GLWpV GHH UHFUHFKKHUFHUFKKHH GGHH
O·8QLYHUVLO·8QLYHUVLWWp GH 6KHp GH 6KHUUEURRNH�EURRNH� )pYULHU ����� �� S�

����� 7e-e'2� &\ULO HW 0LFKHO 758&+21� 0RQRWRQLFLW\ DQ0RQRWRQLFLW\ DQGG ERXQGV IRU FRVW VKDUHV XQERXQGV IRU FRVW VKDUHV XQGGHUHU
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����� .$/8/80,$� 3HQH� ((IIHFWV RIIIHFWV RI JRYHUQPHJRYHUQPHQQW GHW GHEEW RW RQQ LQLQWWHUHVWHUHVW UUDDWWHVHV� H� HYLYLGGHQHQFFH IURPH IURP
FDXVDOLWFDXVDOLW\\ WHVWVWHVWV LLQ -RKDQVHQ -RKDQVHQQ�W�W\\SSHH PRGPRGHHOVOV� -XLOOHW ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� &DQ VDIHW\ Q&DQ VDIHW\ QHHWV RIIVHW WKWV RIIVHW WKHH LLPPSDSDFFW RI ULVN RQ ZDJW RI ULVN RQ ZDJHH
LQHTXDOLQHTXDOLLW\ DQW\ DQGG VRFLDO ZHOIDVRFLDO ZHOIDUUH"H"$R�W ����� �� S�

����� '8&/26� -HDQ�<YHV� 3DXO 0$.',66, HW 4XHQWLQ :2'21� 3RYHUW\�UHGXF3RYHUW\�UHGXFLLQJ WD[QJ WD[
UHIRUPV ZLWK KUHIRUPV ZLWK KHHWHURJHWHURJHQQHRXV DJHHRXV DJHQQWVWV� )pYULHU ����� �� S�
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����� �� S�
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XQGHUXQGHU HHGXFDGXFDWWLRQ H[LRQ H[WWHUQDOHUQDOLLWLHVWLHV� $R�W ����� � S�
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VXU OD GVXU OD GHHPDPDQQGGHH GGHH ORJORJHHPHPHQQWW� 1RYHPEUH ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� *LQL GHFR*LQL GHFRPPSRVLWLRQ DSRVLWLRQ DQQGG JJLQL LLQL LQQFRPFRPHH HODVHODVWWLFLWLFLW\\
XQGHU LQFRXQGHU LQFRPPH YDULH YDULDDELOELOLLW\W\� $YULO ����� ��S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� 5REXVW FRPSDULVRQV RI QDWXUDO UHVRXUFHV5REXVW FRPSDULVRQV RI QDWXUDO UHVRXUFHV

GHSGHSOOHWLRQ LQGLHWLRQ LQGLFFHVHV� $YULO ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO� <DQQLFN 7+(55,(1 HW 4XHQWLQ :2'21� /·LPSDF/·LPSDFWW GHV WUDQVIHUWVGHV WUDQVIHUWV
SXEOLFVSXEOLFV HHW GHVW GHV WWD[HV VXU ODD[HV VXU OD SDXYSDXYUUHWHWpp DX &DX &DDQDQDGGD HW DX[D HW DX[ (W(WDDWV�8QLVWV�8QLV� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� &&RUUXSWLRQ� LQRUUXSWLRQ� LQHHTXDOLTXDOLWW\� DQ\� DQGG HHQQYLURQPHYLURQPHQQWDWDOO
UHJXODWLRQUHJXODWLRQ� 0DL ����� �� S�

����� 0$.',66,� 3DXO HW 4XHQWLQ :2'21� 5REXVW SRYHUW5REXVW SRYHUW\\ FRPSDULVRQV DFRPSDULVRQV DQQGG PPDUJLDUJLQQDO SROLFDO SROLF\\
UHIRUP RUGHULQJV XQUHIRUP RUGHULQJV XQGGHU LHU LQQFRPH YDUFRPH YDULLDELODELOLLW\W\� -XLOOHW ����� �� S�

����� &58&(6� *XLOOHUPR� 3DXO 0$.',66, HW 4XHQWLQ :2'21� 3RYHUW\3RYHUW\ 00HDVXUHPHDVXUHPHHQW 8QW 8QQGHUGHU
5LVN $YHUVLRQ 8VLQJ5LVN $YHUVLRQ 8VLQJ 3D3DQQHOHO ''DDWWD�D�$R�W ����� �� S�

����� /(&/(5&� $QGUp HW 0DULR )257,1� 00HVXUH GH ODHVXUH GH OD SSURGXFWLRQURGXFWLRQ YYDQFDQFDDLUH� UDWLRQDOLLUH� UDWLRQDOLVVDWLRQ HWDWLRQ HW
HIILHIILFFDDFFLWp GHV &DLVVLWp GHV &DLVVHHV 3RSXV 3RSXOODLUHV 'HVDLUHV 'HVMMDUGLQVDUGLQV� 1RYHPEUH ����� �� S�

����� %(51$5'� $QGUp HW *pUDOG 52<� eWXeWXGGH GHVH GHV GLVWRUVLRQVGLVWRUVLRQV GH QLHYGH QLHYDDX GHV WHVWV GHX GHV WHVWV GH
-RKD-RKDQQVHQ SRXU OD FVHQ SRXU OD FRRLQWpJUDWLRQLQWpJUDWLRQ� 1RYHPEUH ����� �� S�


 7RXV FHV FDKLHUV GH UHFKHUFKH VRQW GLVSRQLEOHV VXU QRWUH VLWH :(% �ZZZ�XVKHUEURRNH�FD�HFRQRPLTXH� RX DX &HQWUH GH GRFXPHQWDWLRQ GH OD

)/6+ $����� �8GH6��

3ULqUH G·DGUHVVHU YRV FRPPHQWDLUHV RX GHPDQGHV G·H[HPSODLUHV G·XQ FDKLHU GH UHFKHUFKH DQWpULHXU ����� j ����� j PRQVLHXU 3DXO

0$.',66,� UHVSRQVDEOH GHV &DKLHUV GH UHFKHUFKH GX 'pSDUWHPHQW G·pFRQRPLTXH� 7pO � ���� ��������� SRVWH ���� 7pOpFRSLHXU � ���� ����

���� &RXUULHO � SDXO�PDNGLVVL#XVKHUEURRNH�FD�

&RPPHQWV RU UHTXHVWV IRU FRSLHV RI SUHYLRXV :RUNLQJ 3DSHUV ����� WR ����� VKRXOG EH PDGH WR WKH 5HVHDUFK 3DSHUV 6XSHUYLVRU DW WKH

´'pSDUWHPHQW G·pFRQRPLTXH ´� 0U� 3DXO 0$.',66,� 7HO� ����� ��������� H[WHQVLRQ ���� )$;����� �������� (�PDLO�

SDXO�PDNGLVVL#XVKHUEURRNH�FD�

5pYLVp OH �� MDQYLHU �����


